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Applications linéaires, matrices, déterminants 


Exercice 1. 
Soit u: R° — R? définie pour tout x = (x:,X2,x3) € R* par 
U(x) = (x + X2 + Xa, 2X1 + X2 — X3) 
1. Montrer que u est linéaire. 
2. Déterminer ker(u). 


Allez à : Correction exercice 1 


Exercice 2. 
Soit f:R° — R? définie par 
fx, y,z) = (x + y +z,-—x + 2y + 27) 
On appelle B = (e,,e:, e3) la base canonique de R* et B' = (f,, f) la base canonique de R2. 
1. Montrer que f est une application linéaire. 
2. Donner une base et la dimension de ker(f) et une base et la dimension de Im(f). 


Allez à : Correction exercice 2 


Exercice 3. 
Soit f:R° — IR? définie pour tout vecteur u = (x, y,z) € R* par : 
fu) =(—2x +y+2,x — 2y +2) 
1. Montrer que f est une application linéaire. 
2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)). 
3. Donner une base de Im(f). 


Allez à : Correction exercice 3 


Exercice 4. 
On considère l’application h: IR? — R? définie par : 
Rx, y) = (x — y, —3x + 3y) 
1. Montrer que h est une application linéaire. 
2. Montrer que h est ni injective ni surjective. 
3. Donner une base de son noyau et une base de son image. 


Allez à : Correction exercice 4 


Exercice 5. 
Soit f l’application linéaire f:R° — IR définie par : 
FC X2: X3) = (a — X3, 2X1 + X2 — 3X3, —X2 + 2X3) 
Et soit (e:, e, e3) la base canonique de R$. 
1. Calculer f(e:), f(e) et f(e3). 
2. Déterminer les coordonnées de f(e:), f(e:) et f(e3) dans la base canonique. 
3. Calculer une base de ker(f) et une base de Im(f). 


Allez à : Correction exercice 5 


Exercice 6. 
Soit f:R° — RŸ définie pour tout vecteur u = (x, y,z) € R* par : 
fu) =(—2x+Y+2,x—2y+72,x + y — 22) 
1. Montrer que f est une application linéaire. 
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2. Donner une base de ker(f), en déduire dim(Im(f)). 
3. Donner une base de Im(f). 


Allez à : Correction exercice 6 


Exercice 7. 
Soit B = (e:,e2,e2) 
Soit f:R° — R* l'application linéaire définie pour tout u = (x, y,z) € R par: 
fu) = (6x — 4y — 4z,5x — 3y — 4z,x — y) 
1. Montrer qu’il existe un vecteur a € RŸ, non nul, tel que ker(f) = Vect(a), déterminer un vecteur qui 
convient. 
2. Soitb=e; +e,;etc =e —-e; 
a. Calculer f(b) et f(c) 
b. En déduire que {b, c} est une base de Im(f). 
On pourra utiliser une autre méthode. 
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant Im(f). 
4. A-t-on ker(f) PiIm(f) = R* ? 
Allez à : 


Exercice 8. 
Soit B = (e:, e,,e3, e4) la base canonique de R* et B’ = (f\, f, f3) la base canonique de R. 
Soit u: R* — R° une application linéaire définie par 
U(e1) = f1 — f2 + 2fs; ue) = 2fi + f2 — 3fs;u(ez) = 3f, — fs et u(es) = —-fi — 2f2 +5f3 
1. Déterminer l’image par u dans vecteurs x = (x1,X%X2,X3, X4) 
2. Déterminer une base de ker(u) et sa dimension de ker(u). 
3. Déterminer une base de Im(u) et sa dimension. 


Allez à : Correction exercice 8 


Exercice 9. 
Soit u: R* — R* l’application définie pour tout x = (x1,X2,X3,x4) € R* par : 
U(x) = (Xi — X2 + X3, 0, X1 + X2 — Xa + X4, Xa) 
Soit E = {(x1,X2, X3, Xa) € RÂ,X1 + X2 — X3 + X4 = 0} 
1. Donner une base de ker(u) et sa dimension. 
2. Donner une base (La plus simple possible) de Im(u) et sa dimension. 
3. A-t-on ker(u) PIm(u) = R* ? 
4. Montrer que E est un sous-espace vectoriel de R#, en donner une base et sa dimension. 
5. A:-t-on ker(u) @E = R* ? 


Allez à : Correction exercice 9 


Exercice 10. 
On appelle B = (e:, e2, e3, e4) la base canonique de R*. 
Soit u: R* — R‘ qui, à un vecteur x = (x, X2,X3, X4) € R* associe le vecteur u(x) € R définit par : 
U(x) = (xs — Xo + 2X3 + 2X4, Xa + 2X2 — Xa + 2Xa, —Xa + Xo — 2X3 — 2X4, —X1 + Xo — X3 — XA) 
On admettra que u est une application linéaire. 
1. Déterminer une base du noyau de u. 
2. Déterminer une base de l’image de u. 
3. Déterminer une ou plusieurs équations caractérisant /m(u). 


Allez à : Correction exercice 10 


Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Exercice 11. 
Soit f un endomorphisme de R dont l'image de la base canonique B = (e:, e,,e;) est : 
f(e1) = —7e; — 6e, 
f(e2) = 8e; + 7e) 
fes) = 6e; + 6e: —e; 
1. Pour tout vecteur x = x1e1 + x2e2 + x3e; déterminer f o f(x). 
2. En déduire que f est inversible (c'est-à-dire bijective) et déterminer f ”{. 


Allez à : Correction exercice 11 


Exercice 12. 
Soit f: R* — R* définie pour tout (x, y,z,t) € R* par 
f(x, y,2,t)=(x-2y,x-27,0,x-y-Zz-t) 
1. Montrer que f est une application linéaire. 
2. Déterminer le noyau et l’image de f. 
3. A-t-on ker(f) @ Im(f) = R“ ? 
Allez à : 


Exercice 13. 
Soit l'application f: R* — R définie pour tout u = (x, y,z,t) € R* par: 
FA, 3,2,t) = (xX+3,2+Ix+Y+2+0 
1. Montrer que f est une application linéaire. 
2. Déterminer une base de ker(f). 
3. Déterminer une base de Im(f). 


Allez à : Correction exercice 13 


Exercice 14. 
Soit u: R° — R° l’application définie par : 
U(X1, X2, Xa) = (— 2% + 4X%2 + 4Xa, —X1 + Xa, —2X1 + 4x2 + 4X3) 
1. Montrer que u est linéaire. 
2. Déterminer une base de ker(u) et une base de Im(u). 
3. A-t-on ker(u) @ Im(u) = R* ? 


Allez à : Correction exercice 14 


Exercice 15. 
Soit B = (e,,e2,e3) la base canonique de R° 
Soit u un endomorphisme de R* défini par : 
u(e) = 2e +e +3e:; u(e>) = e; — 3e; u(ez) = —2e, + 2e; 

1. Soitx = (x1,x2,x3) € R° un vecteur. 

Déterminer l’image par u du vecteur x. (Calculer u(x)). 
2. Soient E = {x € R°,u(x) = 2x} et F = {x € R$,u(x) = —x} 

Montrer que E et F sont des sous-espaces vectoriels de R. 
3. Déterminer une base de E et une base de F. 
4. Ya-til E®F = R* ? 


Allez à : Correction exercice 15 


Exercice 16. 
Soit (e1, e>, ez) la base canonique de R 
Soit f:R° — R* l’application linéaire telle que : 
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1 2 2 1 2 1 2 1 
f(e:) — Ta F8 Fos — 4 + 2e; + 263), f(e>) 4 se +363 — ; Ge — €2 + 263) et 


f(e3) = Le +1e — je L = (2e: + 2e, —e3) 
Soient E_, = {u € R°| f(u) = -u}et E, = {u € R°| f(u) = u} 
1. Montrer que E_, et E, sont des sous-espaces vectoriels de RS. 
2. Montrer que e,; — e, ete, — e; appartiennent à E_, et que e: + e, + e;, appartient à E:. 
3. Que peut-on en déduire sur les dimensions de E_; et de E; ? 
4. Déterminer E_; N E:. 
5. Aton E_, @E; = R* ? 
6. Calculer f? = f o f et en déduire que f est bijective et déterminer f 71. 
Allez à : 


Exercice 17. 
Soit B = (e,,e2,e3) la base canonique de R° 
Soient 
1 1 1 
a = 30; —2,1); b = 3CL —2);c = 3 (22) 
Soit B' = (a, b, c) 
Soit u l’endomorphisme de R° définie par : 
u(e;) = 3e; + e> — 63 
u(e>) = e +7e 
u(ez) = —e — 6; 
1. Montrer que B’ est une base de R°. 
2. Soit x = (x1,x2,X3) € R°, calculer u(x). 
3. Montrer que : 
u(a) = 3a — 3c 
u(b) = 3b + 3c 
u(c) = —3a + 3b + 3c 


Allez à : Correction exercice 17 


Exercice 18. 
Soit p l’application de R° dans R* qui a tout vecteur u = (x, y, z) associe le vecteur 
pu) = (2x +y+27,y,—x — y — 2) 
Soit (e:,e,,e3) la base canonique de R°. On note p? = pop. 
1. Montrer que p est une application linéaire. 
2. Calculer p(e;), p(e:) et p(ez), puis p/(e,), p/(e>) et p/(e:), que peut-on en déduire sur p?(u) pour 


tout u € R* ? 
3. Donner une base de Im(p) et une base de ker(p — Id), montrer que ces deux espaces vectoriels sont 
égaux. 
4. Montrer que ker(p) @ Im(p) = R° 
Allez à : 


Exercice 19. 
Soit £ un espace vectoriel. Soit f un endomorphisme de E tel que f? = f ° f = Idy. 
On pose E; = ker(f — Id;) et E, = ker(f + 1dx) 
1. Soitx., EE, et x, € E;. Calculer f(x:) et f(x2). 


fO)+x _ fO-x 
2 


2. Pour tout x € E écrire x = et montrer que E; @ E, =E 


On suppose que E est de dimension finie et que f Æ +1d;. Soit (1, v2, …,1,) une base de E telle que : 
E = Vect(v,…,v,) et E, = Vect(v,,1,.…,1%,) calculer f(v;) dans la base (w4, v2, …, Un). 
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Allez à : Correction exercice 19 


Exercice 20. 
Soit B = (e,,e2) la base canonique de R2. Soit u un endomorphisme de R? tel que u(e;) = e, + e, et tel 
que dim(ker(u)) = 1 
1. Déterminer u(e,) en fonction d’un paramètre a € R. 
2. Déterminer l’image d’un vecteur x = (x:,x>) € R en fonction de a. 
3. Déterminer une base du noyau de ker(u). 


Allez à : Correction exercice 20 


Exercice 21. 
Soit f: R* — R l’application définie pour tout x = (x1,%2,X3, X4) € IR* par 
FX) = Xi + %2 + X3 + %4 
On appelle B = (e:,e>, e3, e4) la base canonique de R*. 
1. Calculer les images des vecteurs de la base canonique par f. En déduire la dimension de im(f). 
2. Déterminer la dimension de ker(f) et en donner une base. 


Allez à : Correction exercice 21 


Exercice 22. 
Soit u l’application de R” dans R définie pour tout x = (x1,X2, …,Xh) par : 
U(x) = X1 + X2 ++ x 
1. Montrer que u est une application linéaire. 
2. Déterminer les dimensions de 1m(u) et de ker(u). 


Allez à : Correction exercice 22 


Exercice 23. 
Soit u une application linéaire de FE dans E, E étant un espace vectoriel de dimension n avec n pair. 
Montrer que les deux assertions suivantes sont équivalentes 
(a) u? = Oz (où OZ est l’application linéaire nulle) et n = 2 dim(/m(u)) 
(b) Im(u) = ker(u) 
Allez à : 


Exercice 24. 
Question de cours 
Soit u une application linéaire de E vers E. 
Montrer que : u est injective si et seulement si ker(u) = {0%}. 


Allez à : Correction exercice 24 


Exercice 25. 
Soit u:E — E une application linéaire et À un réel. 
1. Soit E1 = ker(u — lid;). Calculer u(x) pour x € E} 
Montrer que est un sous-espace vectoriel de FE. 
2. Soit F © E un sous-espace vectoriel de E, montrer que u(F) est un sous-espace vectoriel de E. 
3. Si Æ 0, montrer que u(E3) = E; 


Allez à : Correction exercice 25 


Exercice 26. 
Soient E et F deux espaces vectoriels de dimension respectives n et p 
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Soit u:E — F une application linéaire 
1. Montrer que si n < p alors u n’est pas surjective. 
2. Montrer que sin > p alors u n’est pas injective. 


Allez à : Correction exercice 26 


Exercice 27. 
Soit f:E — F une application linéaire 
Montrer que : 


Allez à : Correction exercice 27 


Exercice 28. 


ker(f) Nim(f) = f(ker(f?)) 


Soient f et g deux endomorphisme de R”. Montrer que 


f(ker(g ° f)) = ker(g) N Im(f) 
Allez à : Correction exercice 28 


Exercice 29. 
Soit u un endomorphisme de E un espace vectoriel. 
1. Montrer que ker(u) € ker(u?). 
2. Montrer que Im(u?) € Im(u). 

Allez à : 


Exercice 30. 
Soit u un endomorphisme de E, un espace vectoriel. 
Montrer que les assertions suivantes sont équivalentes 
(i) ker(u) N im(u) = {0%} 
(ii) ker(u) = ker(u o u) 


Allez à : Correction exercice 30 


Exercice 31. 


Soit u: RP — R7, une application linéaire, e = (e:, …, e,) la base canonique de RP et f = (fi, .…., fa) la 


base canonique de R9. 

1. p=3,q=2 
u(e1) = fi + 2f2, u(ez) = 2f, — f2 etu(es) = —f1 + f2 
a) Déterminer l’image d’un vecteur x = (X:1,x2,X3) par u. 
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base f. 
c) Déterminer le noyau et l’image de u. 

2. p—3etq = 3, dans cette question e = f 
u(e;) = 3e; + 2e + 2e3, u(e;) = 2e, + 3e, + 2e, et u(ez) = 2e; + 2e; + 3e; 
a) Déterminer l’image d’un vecteur x = (X:1,%X2,X3) par u. 
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e. 
c) Déterminer le noyau et l’image de u. 


Allez à : Correction exercice 31 


Exercice 32. 


Soit u: RP — R1, une application linéaire, e — (e:, …, e,,) la base canonique de RP et f = (f1,.…, f4) la 


base canonique de R9. 
1. p=2,q =3 
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1 0 
A=Mat,f(u)=|-1 2 
L 1 1 


a) Déterminer l’image d’un vecteur x = (x:,x2) par u. 
b) Déterminer l’image de la base e (c’est-à-dire u(e,) et u(e:)). 
c) Déterminer le noyau et l’image de u. 

2. p = 4,q = 4, dans cette question e = f 


1 0 2 —1 
—1 2 0 —-1 
À = Mate (u) = et do D 
2 3 7 —5 


a) Déterminer l’image d’un vecteur x = (x1,X2,X3, X4) par u. 
b) Déterminer l’image de la base e (c’est-à-dire u(e:), u(e:), u(e;) et u(es) ). 
c) Déterminer le noyau et l’image de u. 


Allez à : Correction exercice 32 


Exercice 33. 

Soit u: RP — R1, une application linéaire, e = (e:, …, e)) la base canonique de RP et f = (f1, 
base canonique de R. 

1. p =3etq = 3 dans cette question e = f. Soit x = (x, x2,x3) € R° 

U(x) = (x + X2, 2% — X3,3X1 + X2 — X3) 

(On admet que u est une application linéaire). 
a) Déterminer l’image de la base e (c’est-à-dire u(e.), u(e;), et u(e3) ). 
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e. 
c) Déterminer le noyau et l’image de u. 

2. p=3etq = 3 dans cette question e = f. Soit x = (x1, X2, X23) € R° 

U(x) = (a + 2, X1 + X2, X1 + %2) 

(On admet que u est une application linéaire). 
a) Déterminer l’image de la base e (c’est-à-dire u(e.), u(e;), et u(e3) ). 
b) Déterminer la matrice de u de la base e dans la base e. 
c) Déterminer le noyau et l’image de u. 


Allez à : Correction exercice 33 


Exercice 34. 
Soit f: R* — R* l’application linéaire dont la matrice dans les base canonique de R* et R* est 


L 2 À 3 
À = ( 1 2 1 | 
1 —2 5 —-11 
1. Déterminer une base du noyau de f. 


2. Déterminer une base de l’image de f. Quel est le rang de À ? 


Allez à : Correction exercice 34 


Exercice 35. 
Déterminer le rang de la matrice 


> 

Il 
N h N 
RhRh HR 
RBhhRhN 
BNR HR 
RhRhHh 


Allez à : Correction exercice 35 


fa) la 
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Exercice 36. 


13 —8 —12 
Soit la matrice À de définie par : À = fc —7 -2) 
6 —4 —5 
1. Montrer que À est inversible et calculer son inverse A7. 
2. En déduire A”, pour tout n entier. 


Allez à : Correction exercice 36 


Exercice 37. 


0 1 1 
Soit À la matrice de définie par : À = Ë 0 ) 
1 1 0 
. Calculer Aî. 


1 

2. Trouver un polynôme P de degré 2 tel que P(A) = O. 
3. En déduire A7{. 

4, Retrouver A7T par une autre méthode. 


Allez à : Correction exercice 37 


Exercice 38. 


1 0 O0 
SoitA=|0 O0 1 
0 —1 0 


1. Calculer A? et A$. Calculer A$ — A4? + A — I. 
2. Exprimer A1 en fonction de 4?, A et I. 
3. Exprimer 4“ en fonction de 42, A et 1. 


Allez à : Correction exercice 38 


Exercice 39. 
Soit À la matrice 


3 O0 1 
A=|-1 3 —2 
=L À, ÿ 


Calculer (A — 21)$, puis en déduire que À est inversible et déterminer A7? en fonction de 1, À et de A2. 


Allez à : Correction exercice 39 


Exercice 40. 
ch(t) sh(t) 
sh(t) . 
1. Calculer le produit des matrices M(t.,) et (t>), où t. et t, sont deux réels quelconques. 
2. Montrer que M(t) est inversible, et déterminer M7(t). 
Allez à : 


A tout nombre réel t on associe la matrice : M(t) = ( 


Exercice 41. 
Soit B = (e,,e2,e3) la base canonique de R° 
Soit u: R° — R° l’endomorphisme de R° dont la matrice dans la base canonique est 


L = 
A=12 1 —2 
21, = 


1. Montrer que E, = {x € R°,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R° dont on donnera une base a. 
2. Soient b = (0,1,1) et c = (1,1,2) deux vecteurs de R°. Calculer u(b) et u(c). 
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3. Montrer que B’ = (a, b,c) est une base de R*. 
4. Déterminer la matrice de passage P de f à B'. 
5. Calculer Pt. 

6. Déterminer la matrice D de u dans la base B”. 

7. Donner la relation entre À, P et D. 


Allez à : Correction exercice 41 


Exercice 42. 
Soit f une application de IR? dans R? définie par : f(x1,X2) = (x1 — x2, X1 + x) et B = (e,,e>) la 
base canonique de R?. 
1. Montrer que f est un endomorphisme de R?. 
2. Déterminer la matrice À de f dans la base £. 


a) Déterminer le noyau et l'image de f. 
b) En déduire que f est inversible. 
c) Déterminer f 1 dans la base B, en déduire A1. 

4. Montrer que À = RH. 
Où H est la matrice d'une homothétie dont on donnera le rapport et R est la matrice d'une rotation dont 
on donnera l'angle. 

Soient a = e, + e, et b = e; — e, deux vecteurs de R2. On pose B' = (a, b). 

5. Montrer que B’ = (a, b) est une base de R. 

6. Calculer f(a) et f(b). 

7. Déterminer la matrice de f dans la base f”. 


Allez à : Correction exercice 42 


Exercice 43. 
Soit B = (e,,e2,e3) la base canonique de R. 
Soit u l’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est : 


l + à 
AT 58 3 
0 2 3 


Soient a = e, — e, + e3, b = 2e, — e, + e; et c = 2e, — 2e, + e; trois vecteurs de R* 
Montrer que B’ = (a, b, c) est une base de R. 

Déterminer la matrice de passage P de B à B'. Calculer P7{. 

Déterminer la matrice R de u dans la base GB". 


URL vu 


a) Calculer P"!AP en fonction de R 
b) Calculer R* 
c) En déduire les valeurs de A**. 


Allez à : Correction exercice 43 


Exercice 44. 
Soit B = (e,,e2, e3) la base canonique de R°. 
Soit u une application linéaire de R° dans R définie par : 
u(e) = —3e; + 2e — 4e; 
u(e>) = €, — e2 + 263 
u(e;) = 4e, — 2e, + 5e; 
1. Déterminer la matrice de u dans la base canonique. 
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2. Montrer que E = {x € R°,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R°. Montrer que la dimension de 
E est 1 et donner un vecteur non nul a de E. 

3. Montrer que F = {(x1,X2,X3) € R°, —2x: + 2x2 + 3x3 = 0} est un sous-espace vectoriel de MR. 
Donner une base (b,c) de F. 

4. Montrer que 8’ = (a, b,u(b)) est une base de RS. 

5. Montrer que E @ F = R*. 

6. Déterminer la matrice R de u dans la base B". 


Allez à : Correction exercice 44 


Exercice 45. 
Soit B = (e:,e2,e3) la base canonique de R. 
Soit u l’application linéaire qui a un vecteur x = (x:,x2,x3) € R* associe le vecteur 
U(x) = (x — 2%a, 2X1 — X2 + AX3, X1 — Xo + 3x3) 
1. Déterminer la matrice À de u dans la base canonique. 
2. Déterminer une base (a, b) de ker(u — Id). 
3. Donner un vecteur c tel que ker(u) = vect(c). 
4. Montrer que B’ = (a, b,c) est une base de RS. 
5. Déterminer la matrice D de u dans la base f”. 
6. Montrer que Im(u) = ker(u — Id) 
7. Montrer que ker(u) @ Im(u) = R°. 


Exercice 46. 
Soit u l’endomorphisme de R* défini pour tout x = (x1,X2,x3) par 
u(x) = (—10x1 + 3x2 + 15%X3, —2%X1 + 3X3, —6%X1 + 2X2 + 9x3) 
Déterminer la matrice À de u dans la base canonique de R*. 
Déterminer la dimension du noyau et de l’image de u. On donnera un vecteur directeur a de ker(u). 
A-t-on ker(u) @ Im(u) = R° ? 
Déterminer un vecteur b tel que a = u(b). 


Pur 


Montrer que E_, = {x € R,u(x) = —x} est un sous-espace vectoriel de R$, déterminer un vecteur 
directeur de E_; que l’on notera c. 

6. Montrer que B’ = (a, b,c) est une base de R*. 

7. Déterminer la matrice 4’ de u dans la base B” et donner la relation reliant À et 4”. 


Allez à : Correction exercice 46 


Exercice 47. 
Soit B = (e,,e2, e3,e4) la base canonique de R‘. 


—6 —3 0 6 

. : s 4 : . 6 3 0 —6 
Soit f l'endomorphisme de R° dont la matrice par rapport à la base £ est : A = 0 D 3 3 
0 0 O0 oO 


Soit B' = (a, b, c, d) une famille de R* définie par : 

a = €, — €, D = € — €, — 3, C = 2e; — 2e, + e3 + e, et d = —e; + 2e; 
1. Montrer que B’ = (a, b, c, d) est une base de R*. 
2. Calculer f(a), f(b), f(c) et f(d) et les exprimer dans la base B' = (a, b, c, d). 
3. Déterminer la matrice de f dans la base B". 


Allez à : Correction exercice 47 


Exercice 48. 
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Soit B = (e:,e2, e3,e4) la base canonique de R“. 
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est 
4 =2: + 
3 | 
1 O0 —1 —1 
1 1 2 


À = 


On pose : 
a = (—1,1,0, —1), b = (1, —2,—1,1), c = (—2,3,1,—-1) et d = (2, —-1,0,1) 


1. Montrer que B' = (a, b,c, d) est une base de R*. 

2. Donner la matrice de passage P de B à B'. Calculer P71. 
=? 
4 
5 


Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base B”. 


. Déterminer la matrice T de u dans la base B". 
. Calculer N = T +1, puis N* et en déduire (A + 1)*. 
Allez à : 


Exercice 49. 
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique, B = (e,,e:, e3,e:), est 


Allez à 


Pascal Lainé 


—7 6 6 6 
_[ 0 2 0 0 
ss 
—6 3 6 5 
Soient a, b, c et d quatre vecteurs 
a = —26, —e3 —e3 —e4; b=e; —ey; C = 261 + e3 + ex; d = 3e; + e3 + 2e, 


1. Montrer que B' = (a, b,c, d) est une base de R*. 

2. Calculer u(a),u(b),u(c) et u(d) dans la base B’ = (a, b, c, d) 
3. En déduire la matrice D de u dans la base GB". 

4. 
5 
6 


Déterminer la matrice P de passage de f à G'. 


. Calculer P7f, 
. Calculer P-TAP. 


Exercice 50. 


Allez 


Soit B = (e,,e2,e3,e4) la base canonique de R‘. 
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est : 


L 0 T À 
_f1 0 —-1 1 
Ag À À 

0 1 —-1 O0 


On pose a = e; + e2 + e3, b = e,, c = u(b) et d = u*(b). 


. Montrer que B' = (a, b, c, d) est une base de R*. 


Donner la matrice de passage P de B à B'. Calculer P71. 


il 
2, 
3. Calculer u(a), u(b), u(c) et u(d) dans la base B. 
4. 
5 
6 
7 


Déterminer la matrice N de u dans la base B. 


. Calculer N# et en déduire A. 
. Donner une base de ker(u) 
. Donner une base de ]m(u). 


à : Correction exercice 50 


Exercice 51. 
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Soit B = (e,,e2,e3, e4) la base canonique de R* 
Soit u l’endomorphisme de R# dont la matrice dans la base canonique est : 


1 1, “0 0 
_[0 0 o o 
BTS à 24 1 

_1 0 O0 0 


Déterminer un vecteur a non nul tel que ker(u) = vect(a) 

Déterminer un vecteur b tel que a = u(b) 

Déterminer un vecteur c tel que u(c) = —c 

Soit d = (—1,0,0, —-1), montrer que B' = (a, b, c, d)) est une base de R* 
Calculer u(d) dans la base GB". 

Déterminer la matrice T de u dans B”. 

Quel est le rang de À. 

Soit f = 2e, — e> —e3 + e4 = (2,—1,—-1,1) 

Calculer u(f), u2(f), u°(f) et on admettra que 8” = (f,u(f),u?(f),u#(f)) est une base de R* 
9. Calculer u*(f) et montrer que u*(f) = —2u(f) — u2(f) 

En déduire la matrice C de u dans la base B”. 


DL MR DID 


10. Montrer que C et T sont deux matrices semblables (c’est-à-dire qu’il existe une matrice R, inversible, 
telle que T = R7ÎCR 


Allez à : Correction exercice 51 


Exercice 52. 
Soit B = (e:,e2,e3, 4) la base canonique de R* 
Soit u l’application linéaire dont la matrice dans la base canonique est : 
3 —1 1 —3 
1 1 —1 —1 
0 1 —1 0 
1 0 O0 —-1 


À = 


1. Donner une base (a, b) de ker(u). 

2. Donner un vecteur c qui engendre E, = {x € R“,u(x) = x} 

3. Déterminer un vecteur d € ker((u — id)?) et d € ker(u — id), on pourra calculer (A — 1)?, en déduire 
que d vérifie u(d) = Àc + d, où À est un réel qui dépendra du vecteur d que vous avez choisit. 

4. Montrer que B' = (a, b,c, d) est une base de R“. 

5. Déterminer la matrice T de u dans la base B”. (en fonction de À) 


Allez à : Correction exercice 52 


Exercice 53. 
Soit B = (e,,e2,e3, e4) la base canonique de R* 
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrice dans la base B est : 


2 —1 O0 1 
_|[ 1 0 0 1 
A 0 1 0 
+. À Ÿ 2 


1. Déterminer un vecteur a qui engendre le noyau de u. 

2. Soit À € R. Montrer que E; = {x € R*,u(x) = Àx} est un sous-espace vectoriel de R“. 
3. Trouver un vecteur directeur b de E_,. Déterminer une base (c, d) de E;. 

4. Montrer que B' = (a, b,c, d) est une base de R*. 

5. Déterminer la matrice de u dans la base f". 


Allez à : Correction exercice 53 


12 


Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Exercice 54. 


Soit B = (e:,e2, e3,e4) la base canonique de R“. 
Soit u un endomorphisme de R* dont la matrices dans la base canonique est : 


—1 2 —2 —2 
: _[-2 3 —-2 —2 
A = Matg(u) = + Dei 0 
0 O0 O0 1 
On pose ai = e3 + 2e + 363 — 264, 4 = 2 + €3, A3 = 1 + 362 + 563 — 3e, et C = —e, — e: — 63 


On pose F = Vect(a:, a, a3). 

Montrer que B' = (a, a, az, c) est une base de R* et donner la matrice P de passage de B à B'. 
Déterminer la matrice D de u dans la base f. 

Montrer que pour tout x € F,u(x) € F en déduire que v:F — F définie par v(x) = u(x) est un 
endomorphisme de F, déterminer la matrice de v dans la base ff, = (a:,@>,&3). 

Montrer que R* = F @ Vect(c). 

Montrer que pour tout x € R* il existe un unique couple de vecteurs (f,g) € F x Vect(c) tels que : 
x = f + g, calculer u(x). 


Allez à : Correction exercice 54 


Exercice 55. 


1 
2 
3 
4. 
5 
6 
7 


Soit B = (e,,e2, e3) la base canonique de R°. 
Soit u un endomorphisme de R° dont la matrice dans la base canonique est : 


10 =5 12 
A=! 5 0 7 
6 L 7 


. Déterminer À € R tel que À — AI ne soit pas inversible. Déterminer alors ker(A — A1). 


Soit a = (—3,1,2), calculer u(a). 


. Déterminer b € R® tel que u(b) = a — b, puis c € R® tel que u(c) = b—c. 


Montrer que B’ = (a, b,c) est une base de RS. 


. Déterminer T = matgr(u). 

. Montrer que (T + 1)? = O (la matrice nulle). En déduire (A + 1). 
. Déterminer A71 en fonction de A2, À et 1. 

Allez à : 


Exercice 56. 


Soit B = (e:,e2,e3) la base canonique de R°. On considère l’application linéaire f définie par 
f(ei) = 2e + 363; f(e>) = 2e; — 5e) — 8ez; f(ez) = —e: + 4e + 6e: 

On note f? = fof. 

Déterminer la matrice de f dans £. 


2. Montrer que E; = ker(f — id3) et que N_, = ker(f? + idrs) sont des sous-espaces vectoriels de R$. 


4. 
5. 


6. 
Allez à 


Déterminer a, b deux vecteurs tels que Æ, = Vect(a) et N_; = Vect(b, f(b)). A-t-on E, @ N_, = 
R° ? 

Montrer que B' = (a, b, f(b)) est une base de RŸ. 

On appelle B' = (a, b, f (b)), quelle est la matrice de f dans fi". 

Quelle est la matrice de f? dans B' 


Exercice 57. 


Soit u l’endomorphisme de R dont la matrice dans la base canonique est 
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Soit B = (e1,e2,e3, e4) la base canonique de R“. 
Partie I 
Soit e» = (0,1,0,0) € R* 
1. Calculer u(e,), u?(e,) et u°(e,) et montrer que B' = (e,,u(e),u?(e),u(e>)) est une base de R“. 
2. Calculer u*(e,) dans la base en fonction de u?(e,) et e. Déterminer la matrice C de u dans la base B' 
Partie II 
3. Déterminer un vecteur a € R* tel que u(a) = a dont la première composante est 1. 
4. Soit b = (1, —1,0,1) et c = e; — e3 + e,, montrer que u(b) = a + b et que u(c) = —c. 
5. Déterminer un vecteur d € R* tel que u(d) = c — d. 
6. Montrer que PB” = (a, b, c,d) est une base de R*. 
7. Déterminer la matrice T de u dans la base B”". 
Partie III 
8. Montrer que les matrices T et C sont semblables. 


Allez à : Correction exercice 57 


Exercice 58. 
Soit R,[X] = {ao + a, X + a, X?, a; € R} l’espace des polynômes réels de degré au plus 2 et soit 
B = (1,X, X?) la base canonique de R,[X] ? On considère l’application 
f: R2[X] — R[X] 
Pr (X+1)P' 
Montrer que f est linéaire. 
. Montrer que la matrice À de f par rapport aux bases B et B est : 


0 1 0 
0 1 2 
0 0 2 


3. Montrer que B’ = (1,X + 1,(X + 1)2) est une base de R,[X]. 
4. Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B' et B'. 

5. Calculer 42, A5 et B* pour tout k € N. 
6 
4 
8 


DE 


. Déterminer le rang de f. 
Trouver une base de l’image de f. 
. Trouver une base de noyau de f. 


Allez à : Correction exercice 58 


Exercice 59. 
Soit u : R,[X] — R[X] défini par u(P) = P +(1—-X)P' 
Soit B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X] 
1. Montrer que u est un endomorphisme de R,[X]. 
2. Déterminer la matrice de u dans f£. 
3. Déterminer le noyau et l’image de u. 


Allez à : Correction exercice 59 


Exercice 60. 
Soit u: R,[X] — R[X], l’application définie pour tout polynôme de R,[X] par : 
u(P)=2P—-(X—1)? 
Soit B = (1,X, X°) la base canonique de R,[X]. 
1. Montrer que u est un endomorphisme de R,[X]. 
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Allez à 


2. Déterminer la matrice À de u dans f. 

3. Déterminer le noyau de u. On notera P, un vecteur directeur du noyau. 
4. 
5 
6 
7 


Donner une base de l’image de u. 


. Déterminer un polynôme P, tel que u(P:) = P: 
. Montrer que f' = (1, P;, P,) est une base de R,[X]. 
. Déterminer la matrice D de u dans la base B”. 


Exercice 61. 


Allez à : 


Soit f: R[X] — R[X] définie par f(P) = P —(X —2)P' 


1. Montrer que f est une application linéaire 

2. Montrer que f est un endomorphisme de R,[X]. 
3. Déterminer le noyau et l’image de f. 

4. 
5 
6 
7 


Déterminer la matrice de f dans la base (1,X, X?). 


. Montrer que B' = (1,X — 2,(X — 2)2) est une base de R,[X]. 
. Déterminer la matrice de passage P de B à B'. Calculer P71. 


Quelle est la matrice de f dans la base f”. 


Exercice 62. 
Soit B = (1,X, X?) la base canonique de R,[X] 
Soit u l’application qui a un polynôme de R,[X] associe le polynôme de R[X] définie par : 


u(P) = 2XP — X2P' 


1. Montrer que u est un endomorphisme de R,[X]. 

2. Déterminer la matrice À de u dans la base canonique. 
3. 

4, Déterminer une base et la dimension de Im(u) 

Allez à : 


Déterminer la dimension de ker(u). 


Exercice 63. 


Allez à : 


Soit u : R,[X] — R[X] une application définie pour tout P € R,[X] par 
u(P)=P+(1-X)P'+2P" 

On appelle P, = 1-—X,P, = 1 et P3 = 1+2X — X° 

On appelle B = (1, X, X?) la base canonique de R,[X] et B' = (P,, P;, Pa) 


1. Montrer que u est une application linéaire. 

2. Montrer que u est un endomorphisme de R,[X|. 
4 
4 
5 


Déterminer la matrice À de u dans la base canonique. 


. Montrer que f' est une base de R,[X]. 
. Déterminer la matrice D de u dans la base B”. 


Exercice 64. 
Soit u: R[X] — R[X] définie par 


RE UE TE 


1 
u(P) => (A X2)P' + XP! —P 
Montrer que u est un endomorphisme de R,[X] 
Déterminer une base (P,, P,) de ker(u). 
Déterminer P,; tel que Im(u) = Vect(P:). 
Montrer que (P:, P:, P;) est une base de R,[X|. 
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5. Déterminer la matrice de u dans la base (P:, Ps, P3). 


Allez à : Correction exercice 64 


Exercice 65. 
Soit R,[X] = {as + a,X + a,X°, a; € R} l’espace des polynômes réels de degré au plus 2 et soit 
B = (1,X, X?) la base canonique de R,[X] ? On considère l’application 
f: R2[X] — R[X] 
Pr f(P) 
Où f(P)(X) = PCX + 1) — P(X) = ao + a (X + 1) + a2(X + 1)? — (ao + a1X + a2X?) 
1. Montrer que f est linéaire. 
2. Montrer que la matrice À de f par rapport aux bases B et B est : 


0 1 1 
A=[0 0 2 
0 0 0 


3. Montrer que B° = (1,X — 1,(X —1)(X — 2)) est une base de R,[X]. 
4. Trouver la matrice B de f par rapport aux bases B' et B'. 
Allez à : 


Exercice 66. 
Partie I 
Soit g une application de R3[X] dans R? définie par : 
g(P) = (P(-1),P()) 
1. Montrer que g est une application linéaire. 
2. Déterminer une base du noyau et déterminer l’image de g. 
Partie II 
Soit À une application linéaire de R;[X] dans R? définie par : 
R(P) = (P(-D,P()) 
3. Montrer que h est bijective. 


Allez à : Correction exercice 66 


Exercice 67. 
Soit C(R) l’espace vectoriel des fonctions continues de R vers R. 
Soient a et b les fonctions définies par : 
e*+e * 
QG) = —> 
On pose H = Vect(a,b) et F = {f € H,f(In(2)) = 0} 
1. Déterminer la dimension de H 


X —X 


e*—e 
et  b(x) = ge 


2. Montrer que F est un sous-espace vectoriel de H. 
3. Quelle est la dimension de F ? 
4. Soit o: H — R? définie pour f € H par 
p(F) = G(-In(2), f(An(2)) 
a) Montrer que est une application linéaire 
b) Montrer que o est un isomorphisme. 


Allez à : Correction exercice 67 


Exercice 68. 
Soit M, (R) l’espace vectoriel des matrices à coefficient dans R à n lignes et n colonnes. 
Soit 4h (R) l’ensemble des matrices antisymétriques de M, (R). C’est-à-dire les matrices qui vérifient 
CA = —A. 
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Soit S,(R) l’ensemble des matrices symétriques de M, (R). C’est-à-dire les matrices qui vérifient 
tA = À. 
Montrer que 4, (R) et S,(R) sont des sous-espaces vectoriels de M, (R). 

. A+tA A-tA 
Pour toutes matrices À € M,(R), montrer que = € Sh(R) et que sr É An(R). 


En déduire que 4, (R) + S,(R) = M, (R). 
A-t-on Ah (R) 8 S,(R) = M, (R) ? 


Soit À = Ë décomposer À en une somme d’une matrice symétrique et d’une matrice 


antisymétrique. 


Allez à : Correction exercice 68 


Exercice 69. 
Soit M; (R) l’espace vectoriel des matrices à deux lignes et deux colonnes. 
Soit D l’endomorphisme de M, (R) définie pour toute matrice À de M,(R) par 
p(A) = A-—tA 


EN 


SL DE 


1. Rappeler la dimension de M,(R). 
2. Déterminer le noyau de ®, quel est sa dimension ? 
3. Déterminer l’image de D. En déduire que pour toute matrice À € M, (R) il existe À € R et une matrice 
J, à déterminer tel que (A) = 1]. 
Allez à : 


Exercice 70. 


1 1 1 
1. Calculer| a b C 
b+c a+tc a+b 
2. 
RS | 
a) Calculer|b oc d 
be € 
1 1 1 1 1 1 1 
b) Montrer que 2 ue 2 : =(b—a)(c—-a)(d—-a)|b ©  d\|,puis calculer 
ch € bo d 
TL % + T 
a bb c d 
a” De © d° 
a b° « dd 


Allez à : Correction exercice 70 


Exercice 71. 


a a a «a 
St 200,2 
a bb C c 
a b c d 


1. Calculer À = det(A) 
2. Déterminer les valeurs de a, b, c et d qui annule A. 


Allez à : Correction exercice 71 


Exercice 72. 


Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Première partie 
Soit u: R° — R° une application linéaire. 
B = (e:,e2, e3) la base canonique de R 
La matrice de u dans la canonique de RŸ est A. 
1. Montrer qu’il existe a € R* , un vecteur non nul, tel que ker(u) = Vect(a). 
2. Déterminer un vecteur b € R* tel que a = u(b). 
3. Montrer que E, = {x € R°,u(x) = x} est un sous-espace vectoriel de R°, donner un vecteur non nul 
= 
4. Montrer que B' = (a, b,c) est une base de R. 
5. Déterminer la matrice T de u dans la base B. 
6. Donner la relation entre À, T et la matrice de passage, notée Q, de B à B'. 
Deuxième partie 
Soit B = (1,X, X?) la base canonique de R;[X1. 
Soit f: R,[X] — R[X] l’application linéaire définie par : 


1 
FOIS CPE AIRE RCE CARRE EX PE 


1. Calculer f(1), f(X) et f(X2) et en déduire que f est un endomorphisme de R,[X]. 
2. Donner la matrice B de f dans la base canonique de R,[X]. 
3. Onpose PS =1+X+X7,P,=1+XetP, =2+X + X? 
Montrer que B' = (P5, P1, P,) est une base de R,[X|. 
4. Déterminer la matrice T’ de f dans la base 87. 
5. Donner la relation entre B, T' et la matrice, notée Q”, de passage de B à 8. 
Troisième partie 
Montrer que À et B sont deux matrices semblables. 


Allez à : Correction exercice 72 


Exercice 73. 


a [1 —-1 1 3 
Soit À = o 1 4 1 


0 0 0 1 
Soit B = (e:,e2,e3,e4) la base canonique de R“. 
Soit u: R* — R* un endomorphisme dont la matrice dans la base canonique est À. 
1. Montrer que si v est un endomorphisme de E, un espace vectoriel de dimension n alors 
ker(v) € ker(v?) € + € ker(v'”) 
2. Déterminer une base de ker(u + idr4), de ker((u + idm4+)2), de ker((u + idra)*) et de ker((u + 
idma)*). 
Donner l’entier p tel que ker((u + idr4)?) = ker((u + idp4)?*1) 


a) Donner un vecteur non nul a qui engendre ker(u + idp4). 
b) Donner un vecteur b vérifiant a = (u + idm4)(b). 

Puis montrer que (a, b) est une base de ker((u + idm4)?) 
c) Donner un vecteur c vérifiant b = (u + idp4)(C). 


Puis montrer que (a, b, c) est une base de ker((u + idm4)?) 
d) exprimer u(b) et u(c) en fonction de a, bet c. 
4. soit d = (1,1,0,1), calculer u(d). 
Montrer que B' = (a, b,c, d) est une base de R*. 
6. Donner la matrice, T, de u dans la base Bet donner la relation entre À, T et la matrice de passage P de 


B à B'. 


su 
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7. Calculer (T + D)$(T — I) et en déduire (A + 1)?(A — 1) 
Allez à : 


Exercice 74. 
Première partie : 
Soit g un endomorphisme de R 
1. Montrer que ker(g) € ker(g?) € ker(g*) 
2. On suppose que 9° = Oz(s) et que {0ms} & ker(g) & ker(g?) & ker(g*) 
a) Déterminer dim(ker(g)) et dim(ker(g2?)) 
b) Montrer que Im(g) € ker(g?), puis que Im(g) = ker(g?). 
Deuxième partie : 
Soit g un endomorphisme de R* tel que g° = O,(rs) et que {0rs} & ker(g) & ker(g*) & ker(g*) 
3. Soit a € ker(g), un vecteur non nul, montrer qu’il existe b € R* tel que g(b) = a. Montrer que b € 
ker(g?) et en déduire que (a, b) est une famille libre. 
4. Montrer qu'il existe c € R* tel que g(c) = b, montrer que alors (a, b, c) est une base de RS. 
5. Déterminer la matrice de g dans la base (a, b, c). 
Troisième partie : 
Soit B = (e:,e2, e3) la base canonique de R. 
Soit f l’endomorphisme de R* dont la matrice dans la base canonique est : 


10, =5 T2 
A=! 5 0 7 
6 PA 7 


6. Montrer que f + Id vérifie les hypothèses de la seconde partie. 
7. Déterminer a, b et c tels que : a € ker(f + Id), (f +1d)(b) = a et (f +1d)(c) = b. 
8. Déterminer la matrice de f dans la base (a, b, c). 


Allez à : Correction exercice 74 
CORRECTIONS 


Correction exercice 1. 
1. Soient x = (x1,x2,x3) € R* et y = (y1,y2, Y2:) € R°, et soient À et u deux réels. 
Ax + puy = (xs + Uy1, ÀX2 + Uy2, X3 + UV3) = (X1, X2, X3) 
Donc 
u(Ax + uy) = (Xi + Xo + Xa, 2X1 + Xo — X3) 
= (Gxs + 471) + Qx + uy2) + (xs + uy3), 2QX1 + 4Y1) + (4x2 + V2) 
= CT uy3)) 
— (AG + X2 + X3) + U(ya + V2 + V3), (2% + X2 — X3) + U(2V1 + V2 — y3)) 
= À + %2 + X3, 2% + X2 — X3) + UOVa + V2 + V3, 291 + V2 — V3) = Aux) + nu(y) 
Ce qui montre que u est linéaire. 


X1 + X2 + X3 = 0 ee 
2% +X—%3 = 0 © L2—2l —X) — 3x3 = 0 
D nn 
X2 = —3X; X2 = —3X3 Xo = —3X3 
Donc x = (2%X3, —3%x3,X3) = xX2(2, —3,1), si on pose a = (2,—3;,1) 


ker(u) = Vect(a) 
Allez à : Exercice 1 


X = (X1,X2, X3) € ker(u) & 
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Correction exercice 2. 
1. Soientu = (x, y,z)et u’ = (x’,y',z") deux vecteurs de R* et soient À et 2’ deux réels 
Au + l'u' = (4x + 2'x',Ay + 2'y',1z + 1'7') 
fQu + 2'u") = (ax + 2x" + y + L'y' + 2 + d'z!,—(Ax + L'x1) + 2(y + 2'y) + 2(4z + 1'z1)) 
= (AGx + y +2) + 2x +7" +2), A(-x + 2y + 2z) + d'(-x' + 2y' + 2z')) 
= À(x +y +2,-x + 2y +27) + 2'(x" +y'+7",-x" +2y'" +271) = Af(u) + L'f(u) 
Donc f est linéaire. 


2 
u = (x, y,z) € ker(u) & (x + y +z,—x + 2y + 2z) = (00) = À As à o 
_ L: ee 
L;, +L(3y +3z =0 Y = —Z 
u = (0,—z,z) = z(0, —-1,1) 
On pose a = (0, —1,1), a est une base de ker(f). 
Im(u) = vect(f(e:), f (e), f (es) 
fCe1) = (À, 1) = fi — 2; fCe2) = (1,2) = fi + 2f, et f(ez) = (1,2) = fi + 2f 
ImQu) = vect(fi — f2, fi + 2f2, fi + 2f2) = vect(f1 — f2, fa + 2f2) 
fi — f2 et f1 + 2f2 ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de Im(f), comme c’est 
une famille génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f )et donc dim(/m(f) = 2. Remarque Im(f) = 
R2. 
Allez à : Exercice 2 
Correction exercice 3. 
1. 
Au + l'u" = (4x + 2x", y + 2'y',z + 271) 
fQAu + 2'u') = (—2Gx + L'x") + (y + L'y') + (Az + 27°), (x + L'x') — 20y + 2'y) 
+ (42 + 2°), x + 2x") + (y + y) — 2(Az + 7°) 
= (AC-2x + y +2) +2(-2x' + y" +2"), A(x — 2y +7) +2'(x' — 27 +7')) 
= À(—2x+y+2,x-2y +7) +2'(—2x'"+y'+7!,x"—2y" +7) = 1f(u) + l'f(u) 
Donc f est linéaire. 
2. 


1 ue +y+z=0 
21Xx—-2y+z=0 
L; er Ce on 
2L; +Ll —-3y +3z=0 Y =2Z Y —Z 
u= (232) =7zUL 11) 
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1). 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim(R) & 1 + dim(Im(f) =3 & dim(Im(f) = 2 

3. Donc Im(f) = R2. Une base est ((1,0), (0,1)) 


Allez à : Exercice 3 


Correction exercice 4. 
1. Soitu=(x,y)etu" = (x’,y"), Au +2'u' = (2x +71'x",1y +1y) 
hQu + 4'u') = (4x + dx" — (y + 2/7), —-3(x + 2'x') + 3(4y + l'y’) 
: (A(x — y) + 2x!" — y'),(—3x + 3y) + 21'(—3x" + 3y')) 
= À(x — y,—3x + 3y) + 2'(x'— y", 3x" + 3y°) = ZAh'u) + l'h(u) 


u € ker(f) & f(u) = Om © (—2x + y +z,x — 2y + z) = (0,0) e; 


Donc h est linéaire. 
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2. h(1,1) = (0,0) = h(0,0) et pourtant (1,1) Æ (0,0) donc h n’est pas injective. 
On va montrer que (1,0) n’a pas d’antécédent. Supposons qu’il existe u = (x, y) tel que (1,0) = 


: 1=x-7y 1=x—-7y Led: -: : 
Ke U0=G-y-3+39 0) 273 a, © =, & {eZ c'est impossible 


donc h n’est pas surjective. 


h est un endomorphisme donc h est injectif si et seulement si h est surjectif. Ici, h n’est pas injectif donc 


h n’est pas surjectif. 
x—y=0 

—3x + 3y = 0 
Donc u = (x,x) = x(1,1), (1,1) est u vecteur non nul qui engendre ker(h), c’est une base de ker(h) 
h(e,)=(1—-0,-3 x1+3 x 0) = (1, —-3) = e, — 3e, et 
h(e;,) = ((0 —1,—3 x 0 +3 x 1) = (—1,3) = —-e; + 3e 

Im(h) = Vect(h(e:), h(e2)) = Vect(e; — 3e;,—e; + 3e;) = Vect(e; — 3e)) 
e1 — 3e, est un vecteur non nul qui engendre Im(h), c’est une base de Im(h). 


Allez à : Exercice 4 


Correction exercice 5. 
1. f(e)=(120)=1xXe +2e +0Xxe; 
f(e:) = (0,1,-1)=0xXe +1xXe -1Xxe; 
et f(e3) = (—1,-3,2) = —1 X e;, — 3e: + 2e; 


3. u = (x.y) € ker(k) & (x = y,-3x + 3y) = (0,0) © | . 


1 
2. Les coordonnées de f(e.) dans la base (e:,e2,e3) sont (2) 
0 


0 
Les coordonnées de f(e,) dans la base (e:,e>,e;) sont | 1 | 
—1 


—1 
Les coordonnées de f(e;) dans la base (e:,e>,e;) sont (-:) 


2 
3. 
X1 —X3 = 0 X1 — X3 = 0 X1 = 0 
u = (Xx1,X2, X2) € ker(f) 2 fau + X2 — 3% =0 ee -2u | X2 — X3 = 0 ef = 0 
—X2 + 2X3 = 0 —X2 + 2X3 = 0 X3 = 0 


Donc ker(f) = {0r3} 
Première méthode : 
Im(f) = Vect(f(e), f(e2), f (ez)) 
Puis on regarde si la famille (f(e1), f(e>), f(e3)) est libre. 


1 0 —1 0 
af (e1) + a2f(e2) + a3f(e3) = Ops & &1 (2) + & | 1 | + 43 (-5) _ (o) 
0 —1 ? 0 


di — X3 = 0 
& {241 + a — 3a3 = 0 
—Q) + 243 = 0 


Il s’agit du même système que ci-dessus donc a; = a, = «3 = 0. Cette famille est libre et elle engendre 


Im(f) c’est une base de Im(f), on en conclut que dim(Im(f)) = 3 et que Im(f) = R*. 
Deuxième méthode (plus compliquée) : 
Im(f) = Vect(f(e1), f(ez), f(ez)) = Vect(e, + 26,6 — 63, —e, — 3e + 2e) 
= Vect(e: + 2e;,e2 — 63, —e1 — 3e2 + 263 + e1 + 2e) 
= Vect(e; + 2e;,e2 — 63, —e2 + 263) 
= Vect(e; + 2e:,e> — e3 — e2 + 263, —e2 + 263) 
= Vect(e; + 26,63, —e2 + 263) 
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= Vect(e; + 262,62, —e2 + 2e3 — 263) 
= Vect(e; + 262,62, —e)) 
= Vect(e, + 2e:,e2,e2) = Vect(e:,e3,e2) = Vect(e:,e2,e2) 
Donc une base de Im(f) est (e:, e2,e;) et bien sur Im(f) = R*. 
Troisième méthode : 
Avec le théorème du rang, dim(ker(f)) + dim(Im(f) = dim(R*) = 3, comme dim(ker(f)) = 0, 
dim(/m(f)) = 3 donc Im(f) = R* et une base de Im(f) est (e1, e2, ez). 


Allez à : Exercice 5 


Correction exercice 6. 


1. 
Au+Zlu = (Ax+Ax,21y +17y,1z +247) 
f{Au+Zu) = (-2Gx + 1x) + (y +1y) + (Az +22), (x +1x)—-2(y +17) 
+ (Az + A2), (x + A x) + (y + A y) — 2(4z + az) 
= (A(—-2x + y +27) +A(-2x +y +2), A(x — 2y +2) 
+1(x —-2y +z),A(x+y—-2z)+1(x +y —2z) 
= À(—-2x+y+2,x—2y +2,x +7y— 722) 
+A(-2x +y +2z,x —2y +2,x +y —2z) = Af(u) +1'f(u) 
Donc f est linéaire. 
2, 
u E ker(f) & fu) = Ops & (—2x +y +2,x — 2y +2z,x + y — 2z) = (0,0,0) 
Li(—2x+y+z=0 L: 2x FyY+z=0 . : _ 
S Llx-2y+z=0 2 2 tu _3y+3z=0 e |  — 
L3Üx+y-272=0  2L+L | 3y-3z=0 #— 
u= (222 =2(111) 
Donc ker(f) = Vect(a) avec a = (1,1,1). 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R) & 1+ dim(Im(f) =3 & dim(Im(f)) = 2 
3. 


Première méthode 
f(e)=(-2LD et  f(e2) = (1, —2,1) 
Sont deux vecteurs de l’image de f, ils ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre de 
vecteurs dans un espace de dimension 2, c’est une base. 
Deuxième méthode 
fCe1) = (2,11); f(e2) = (1 —2,1) et f(ez) = (1,1, —2) 
Im(f) = Vect(f(e1), f(e2), f(ez)) 
( f(e:1), f(e2), f (e3)) est une famille génératrice de Im(f), le problème est de savoir si cette famille est 
libre. 
Soit on fait « comme d’habitude », c’est-à-dire que l’on écrit qu’une combinaison linéaire de ces trois 
vecteurs est nulle 
Af(e:1) + 2f(e2) + A:f(e3) = Os © A1(—2,1,1) + 2 (1, —2,1) + 23 (1,1, —2) = (0,0,0) 
Li (—24 + À + A3 = 0 L; —2A +2 +43=0 1 =1 
ln 20 = 0 ob dt 30 0 ef = 
LL 2Le0 il 34-34-10 FO 
Donc pour tout À, € R 
A3f(e1) + A3f(e2) + A3f(e3) = Ons 
Si on prend 43 = 1 
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f(e1) + f(ez) + fes) = Ones 
Vect(f(e:), f(e2), f(e3)) = Vect(f(e:), f(ez), —f(e1) — f(e2)) = Vect(f(e:), f(ez)) 
f(e:) et f(e2) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est une 
famille génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f). 


Allez à : Exercice 6 


Correction exercice 7. 


L, 
6x —4y—4z =0 6x—-4x—-4z=0 _X 
u = (x,y,z) E ker(f) = 45x-3y-472=08 xx as 00 773 
x—y=0 X =7y Y=X 


Donc u = (x, x, 2) = = (22,1) 
On pose alors a = (2,2,1) et ker(f) = Vect(a) 
2. 

a. b = (1,1,0) donc 

fb)=(6x1-4x1-4X0,5 x 1—3X1—4X 0,1 —1)= (2,2,0) = 2(1,1,0) = 2b 
c = (0,1,—1) = e; — e; donc 
f(c)=(6xX0-4x1-4X(-1),5 x0—3X1-—4X (—1),0 — 1) = (0,1, -1) =c 

b. 

Première méthode 


p=5r@)=f(5) Em) et e = f() € Im() 
Comme b et c ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de Im(f). 
D'autre part, d’après le théorème du rang 

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®) 
Donc dim(/ m(f )) = 2, une famille libre à deux éléments dans un espace vectoriel de dimension 2 est une 
base. 
Deuxième méthode 
Im(f) = Vect(f(e:), f(e2), f(ez)) 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R®) 
Donc dim(Im(f)) = 2 par conséquent les trois vecteurs f(e:), f(e:) et f(e3) sont liés 
fCe1) = (6,5,1) = 6e: +5e>+e; et fe) = (—4,-—3,—1) = —-4e,; — 3e, —e; 
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de Im(f), qui est de dimension 2, il s’agit 
d’une base de Im(f). 
Il reste à montrer que b € Vect(f(e:), f(e2)) etquecE Vect(f(e:), f(ez)) 
On cherche « et f tels que 
b = af(e:) + Bf(ez) 
Cette égalité équivaut à 
6a —4f =1 6p—-4A4B=1 1 
a(6,5,1) + B(—4,—3,-—1) = (1,10) = 5e —3$=-12 Ê —35-1Sa=$8 = 5 
a—fpf=0 a=f 
On cherche « et f tels que 
c = af(e:) + Bf(ez) 


Cette égalité équivaut à 
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6a—-4f=0 (6(B@—-1)-4B8=0 28 =6 
a(6,5,1) + B(-4,-3,-1) = (0,1,-1) & À5a-38=1S4158-1)-38=1e) 28=-6 
a—p=-1 a=pB-1 a=p-1 


Comme b et c ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre de Im(f), donc une base puisque la 
dimension de dim(Im(f)) =} 
Troisième méthode (variante de la deuxième méthode) 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) 

Donc dim(/m(f )) = 2, par conséquent les trois vecteurs f(e,), f(e) et f(e:) sont liés 

(ei) = (6,5,1) = 6e +5e: +e; et f(e2) = (—4,—3,—1) = —-4e, — 3e, — e; 
Ne sont pas proportionnels donc ils forment une famille libre de Im(f), qui est de dimension 2, il s’agit 
d’une base de Im(f). 
On va chercher une ou plusieurs équations caractérisant Im(f) 


u = (x, y,z) € Vect(f(e:), f(e2)) S 3a,B ER,u = af(e;) + Bf(e:) & 3a,f 


L(6a—4pf =x 
E R,a(6,5,1) + B(—4,-—3,—1) = (x, y,z) & 3a,B ER, L,{5a —- 38 = y & 3a,f 
LU a-B=7 
L: 6a—A4f = x Li 6a—A4f = x 
RG Su (2 65 up ER L; 26 = 6y —5x 
6L3 —L, L-2B =6z-x L3 + L; \0 = —-6x + 6y + 6z 


Donc une équation caractérisant Im(f) est x — y — z = 0 
Alors évidemment b € Im(f) et c € Im(f) car leurs composantes vérifient cette équation et on finit 
comme dans la seconde méthode. 


3. u={(x,ÿ2)E Vect(f(e1), f(ez)) S Ja, BE R,u = af(e;) + Bf(e:) & 3a,f ER, «a(6,5,1) + 


L;(6a—4f = x 
B(—4,—-3,—1) = (x,y,z) & 3a, BP ER,L,{5a-3$-ySa Be 
LUa-B=7 
L; 6a—A4pf=x L; 6a—4f=x 
R,6L; —-5L,128=6y-5xS3a.BER, L: 26 —6y—-5x Donc une équation 
6L3 — Li \-2$ =6z-x L3 + L: \0 = —6x + 6y + 6z 


caractérisant Im(f) est x — y —z=0 
4, 2—2—1=—-1 donc a & Im(f) = Vect(b,c), {b, c} est libre donc {a, b, c} est libre et à 3 vecteurs par 
conséquent c’est une base de R° donc ker(f) Bim(f) = RS. 


Allez à : Exercice 7 


Correction exercice 8. 


1. 
u(x) = u(xie, + Xe) + X3e3 + Xaea) = Xu(e,) + xu(e>) + xzu(ez) + xau(es) 
= Xi — f2 + 2f3) +22 + f2 — 3f3) + x3G3f1 — f3) + xa (fi — 2f2 + 5f3) 
= (xs + 2%2 + 3% — Xa)fa + (a + X2 — 2x4) + (2x — 3X2 — x3 + 5x)fa 
2. 
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L: X1 + 2X2 + 3X3 — X4 = 0 
X = (X1, X2, X3,X1) € ker(u) & L; ( + X — 2%Xa = 0 


L: X1 + 2X2 + 3X3 — X4 = 0 — 
s Lt | 3x, +34 — 304 = 0 ef ES T0 
L: sa 2L; —7X) DE 7X3 + 7X4 — 0 7 : LS 
Xa + 2(—x3 + X4) + 3x3 — x4 = 0 X1 = —X3 — X4 
e | Ko = —X3 + Xi e { X2 = —X3 + X4 


Donc 
X = (—X3 — Ka, —Xa + Ka, Xa, Xa) = X3(—1, —1,1,0) + x,(—1,1,0,1) 
Si on pose a = (—1,—1,1,0) et b = (—1,1,0,1), ces deux vecteurs n’étant pas colinéaires, et comme il 
engendre ker(u) ils forment une base de ker(u), et dim(ker(u)) = 2 
3. D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R*) 
Donc dim(/ m(u)) = 2,u(e,) et u(e;) ne sont pas colinéaires, ils forment donc une libre libre à deux 
vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 2, c’est une base. 


Allez à : Exercice 8 


Correction exercice 9. 


1. 
ui X1 — X2 + X3 — 0 X1 = 0 
X = (Xi, X2, X3, Xa) € ker(u) de io es Ë +xX -x =0e È = Yi 
X4 — 0 X4 — 0 
X4 — 0 
Donc x = (0,x3,x3,0) = x3(0,1,1,0), si on pose a = e, + e; alors ker(u) = vect(a) et donc la 
dimension de ker(u) est 1. 
2. 


u(e,) = (1,0,1,0) = e; +ez; ue) = (—1,0,1,0) = —e; + e3; 
u(ez) = (1,0, —1,0) = e,; —e:; u(e4) = (0,0,0,1,1) = e3 + es 
Im(u) = Vect(e; + e3,—e1 + e3,e1 — e3,63 + e4) = Vect(es + e3,e1 — €3,€3 + e4) 
Car u(e;) = —u(e:) 
Im(u) = Vect(e; + e3,e1 — e3 + e1 + 63,63 + e4) = Vect(e; + e3,2e;,e3 + e4) 
= Vect(ez,e:,e3 + e4) = Vect(ez,e1,e4) 
Cette famille est une sous-famille d’une famille libre, elle est libre (et génératrice) donc c’est une base 
de Im(u) 
Autre méthode, d’après le théorème de rang 
dim(ker(u) + dim(Im(u)) = dim(R*) = dim(Im(u)) = 3 
Par conséquent (e + e3,€1 — e3,e3 + e4) est une famille génératrice à trois vecteurs dans un espace de 
dimension trois, c’est une base et donc dim(/m(u)) = 5, 
3. Comme dim(ker(u) + dim(Im(u)) = dim(R*) 
Le tout est de savoir si a = e, + e3 appartient à /m(u), si c’est le cas ker(u) € Im(u) et il n’y a pas de 
somme directe et sinon ker(u) N Im(u) = {0R4} et il y a somme directe. 
Soit on montre que (e> + ez,e1 + e3,e1 — e3, 3 + e,) est libre et donc une base de R* puisqu'il s’agit 
d’une famille libre à 4 vecteurs dans un espace de dimension 4 et on a 
ker(u) PIm(u) = R* 
Soit 
ker(u) + Im(u) = vect(e;,ez,es,e2 + e3) = Vect(e,,e2,ez,ez) = R* 
Ce qui montre que ker(u) PIm(u) = R“. 
4 0+0—-0+0=0don0mEE. 
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Soient x = (X1,X2,X2, X4) € E et y = (ÿ1,Y2, Y3, Ya) E E,ona 
X1 + X2 — X3 + X4 = 0 et Y1 + Y2 — V3 + Ya = 0 
Pour tout et u réels 
Ax + y = (x + 41, 1x2 + UV2, X3 + UV3, ÂXa + UY4) 
Os +41) + x + uy2) — (xs + uy3) + (Axa + 1Y4) 
= ÀGu + X2 — X3 + X4) +0 + V2 — V3 + Ya) = 0 
Ce qui montre que Àx + uy € E donc E est un sous-espace vectoriel de R*. 
X = (X1,X2,X3, Xa) € E, on a X1 + X2 — Xa + x4 = 0 donc X1 = —X2 + Xa — X4 
X = (—Xo + Xa — Ka, Xo, Xa, Xa) = X2(—1,1,0,0) + x3(1,0,1,0) + x,(—10,0,1) 
On pose b = (—1,1,0,0), c = (1,0,1,0) et d = (—10,0,1), la famille (a, b,c) engendre E 


D ns 
ab + Bc+7yd = Op & a(—1,1,0,0) + B(1,0,1,0) + y(—10,0,1) = Om © 8 _ : 
F0 
a =0 
&s if =0 
F=0 


Ce que signifie que (b, c, d) est une famille libre. Par conséquent (b, c, d) est une base de E. 
5. ker(u) = Vect(a) avec a = e, + e3 = (0,1,1,0) donc0+1—-1+0=0cequimontequaeErz, 
autrement dit ker(u) € E, on n’a pas : ker(u) Im(u) = R* 


Allez à : Exercice 9 


Correction exercice 10. 


1. 
Li (X1—-X2+2X3 +2Xx4 = 0 
L; ) X1 +2X2 — X3 + 2x4 = 0 
X = (X1,X2, X3, Xa) E ker(u) D 0 20 0 
La —Xi1+X2 —X3 — X4 = 0 
Li X1 — X2 + 2X3 + 2X4 = 0 
ol 3%) — 3%x3 = 0 " . Fr 
L3 + Li 0=0 : 2 Le 
La + Li ra =0 ” - 
X1 = X3 — 2X3 + 2X3 #1 — X3 
— Xo = X3 S X2 — X3 
Xa = —X3 Xa = —Xa 
X = (X3, Xa, Xa, —X3) = X2(1,1,1, —1) 
ker(u) est la droite engendrée par e; + € +e3 — e4 
2 


Im(u) = Vect(u(e:),u(e:),u(ez),u(es)) 
u(e,) = (1,1, —-1,-1) 
u(e;) = (—1,2,1,1) 
u(ez3) = (2,—1,—-2,-1) 
u(e4) = (2,2, —2,—1) 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R*) 
Ce qui entraine que 
dim(/m(u)) = 
Première méthode 
On regarde si la famille (u(e), u(e;),u(e:), u(e:)) est libre 
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LL (a—-B+2y +28 =0 
L,\)a+26f—-y+28 =0 
L3]-a+f—-27y-28 =0 
LA —a+B—-y-ô=0 
L: a—f+2y+28 =0 
LL; 3B — 37 = 0 
Tel 0=0 
La + L y+0=0 
La famille n’est pas libre, pour y = 1, cela donne la relation 
u(e;) +u(e,) +u(ez) — u(es) = Oms 


au(e;:) + Bu(e:) + yu(ez:) + Su(es) = Orpi © 


a—B+2y +28 =0 dd =Y 
s B=7y s{B=Yy 
Ô = —y + 


Soit 
u(e:) +u(e:) + u(e;) = u(es) 
Alors 
Im(u) = vect(u(e.),u(e2),u(ez),u(es)) = Vect(u(e:),u(e:),u(ez), u(e:) + u(e>) + u(e3)) 
= Vect(u(e:),u(e;),u(ez)) 

Comme (u(e:), u(e;), u(e3)) est une famille génératrice à trois vecteurs dans un espace de dimension 
3, c’est une base. 
Deuxième méthode 

e1 + & +e3 — e, E ker(u) 
Par conséquent 

u(e: + 62 +63 — €4) = Om 
Ce qui entraine que 

u(e:) +u(e) + u(ez) — u(es) = Oma 

Et on conclut de la même façon. 


X = (X1, X2, X3, X4) E Im(u) = Vect(u(e:),u(e;),u(ez)) & (a, B,y) € R°,x 


= au(e;) + Bu(e,) + yu(ez) & (a, B,y) € R°, (x, X2, Xa3, Xa) 

= a(1,1, —1, —1) + B(—1,2,1,1) + y(2, —1, —2, —1) & (a, ,y) 

LL (a—-B+2y=x L: a —f + 2y + 20 = x: 
LL) a+26—-7y=x: LL) 38 —-3y = —-x, + x 

L3 |-a+p —2y = x; La + Li 0=x +x3 

La —a+B-y=x La + Li Y+Fê=Xx1+X4 
L; a —f + 2y + 20 = x: 

LL; — Li) 38 —-3y = —-x, +x2 

La +L Y+0=x+x4 

La + Li 0=Xx +x3 


& (a, B,y) € R*° 


& (a, B,y) € R*° 


Ce qui montre que Im(u) = {(x1,X2, X3, X4) € R*,x1 + X3 = 0} 


Allez à : Exercice 10 


Correction exercice 11. 
1. La matrice de f o f dans la base B est Mat,(f) x Matg(f) 
—7 8 6 —7 8 6\/—-7 8 6 1 O0 0 
Or Matg(f) = (-< F6 June Matg(f*) _ (-< 7 6 )(-: 7 6 | = ( 1 ) =) 
0 O0 —1 0 O0 —1 0 0 
2. Ilexiste g telle que g o f = Id donc f est bijective et f71 = f. 


Allez à : Exercice 11 


Correction exercice 12. 
1. Soitu=(x,y,2,t),u'" = (x',y',z',t') deux vecteurs et 1 et 2’ deux réels. 
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fOQu + lu) = fQAx + 2'x,ly + L'y',12 + d'z',t + 21) 

= (ax + Lx" —2(4y + 2'y"}),Ax + 2'x" — 2(4y + 2'y"),0,Ax + d'x' — (Ay + l'y) 

— (42 +421) — (Qt +1t)) 

= (4x — 2y) +2'(x'" — 23"), (x — 2y) + 2'(x' — 2y'),0, (x — y —z—t) 

+2'(x'—-7y"—-7 - Et) 

= À(x —2y,x — 2y,0,x-y—-7z—-t)+2'(x —2y',x"—2y",0,x"— y" —z"—-t") 

= Af(u) + 1f(u') 
f est bien linéaire. 

2. Soit u = (x, y,z,t) € ker(u) 
x—2y =0 
x—2y=0 x—2y =0 x =2 Y—2 
020 SE 0 ee 0h 2 
x—y—-z-t=0 
Donc 
u = (2y,y,z,y — z) = y(2,1,0,1) + z(0,0,1, —1) 
a = (2,1,0,1) et b = (0,0,1, —1) sont deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) 
qui engendre ker(f) ils forment une base de ker(f). 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & dim(Im(f)) = 2 
Si on appelle (e,e>,e2, e4) la base canonique de R#, f(e,) = (1,1,0,1) et f(ez) = (0,0,0, —1) sont 
deux vecteurs non proportionnels de Im(f), ils forment donc une famille libre à deux éléments dans un 
espace de dimension 2, c’est une base de Im(f). 
3. Ona ker(f) @ Im(f) = R“ si et seulement si (a, b, f(e:), f(e3)) est une base de R“. 


2 0 1 0 
1 0 1 0 + 2 1 
det(a, b, f(e:), f(ez)) = =_-|1 0 11=+1%x | = 1 
0 1 0 O0 0 1 0 1 1 
1 —1 1 —-1 
(a, b, f(e:), f (e)) est une base de R4 donc ker(f) @ Im(f) = R{. 


Allez à : Exercice 12 


Correction exercice 13. 
1. Soient u = (x,7,z,t)etu’ = (x',y',z',t") deux vecteurs de R*. Soient 1 et 2’ deux réels. 
Au + l'u' = (x, 7,2,t) + 2'(x',y',z",t") = (x + 2'x",y + L'y',Az + d'z',2t + 4't') 
fQu + Lu") = f(x + 2'x',2y + 'y',Az + 'z',At + 7't') 

= (x + 2x) + Qy + y), Az + 221) + Qt + 261), (x + 2'x") + (y + l'y) 
+ (Az + 2/21) + (Qt +4t")) 
= (A(x + y) +2'(x' + y),G +0) +2'('+ €), (x +y +z+t) 
+1 (x'+y +2 +t)) 
= (x +3,2+tx+y+2z+t0)+2(x +y,2 +t,x +y +2 +0) 
= Àf(u) + Af(u') 


f est linéaire. 


x+y=0 
u € ker(f) & f(u) = 0 & (X+y,z2+t,x+y+2z+t) = (0,0,0,0) & z+t=0 
x+y+z+t=0 


" A _ ne Su=(x,-x,2,—2) = x(1, —1,0,0) + z(0,0,1, —1) 
On pose a = (1, —1,0,0) et b = (0,0,1, —-1), a et b engendrent ker(f), d’autre part ces vecteurs ne sont 
pas proportionnels, ils forment donc une famille libre, finalement (a, b) est une base de ker(f). 
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22 


Première méthode 


Im(f) = Vect(f(e:), f(e2), f(e3), f(e4)) 
fCe1) = (10,1); f(e2) = (10,1); f (es) = (0,1,1); (es) = (0,1,1) 
Comme f(e,) = f(e) et f(es) = f(es) 
Im(f) = Vect(f(e), f(es)) 
f(e:) et f(e3) ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre, comme cette famille est 
génératrice de Im(f), c’est une base de Im(f). 


Deuxième méthode 


D’après le théorème du rang 

dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R*) & 2 + dim(Im(f)) = 48 dim(Im(f)) = 2 
Ensuite on cherche deux vecteurs non proportionnels de Im(f), par exemple f(e.) et f(ez), ils forment 
une famille libre dans un espace de dimension 2, c’est une base. 


Allez à : Exercice 13 


Correction exercice 14. 


1. 


Soient x = (x1,X2,X3) et y = (y1, Y2, Ya) deux vecteurs de RŸ. Soient À et u deux réels. 
Àx + uy = (xs + Uy1, Àx2 + UY2, ÂX3 + UY3) 
u(Ax + uy) = (—-2Qx + 4y1) + 40Qx + uy2) + 4x3 + uy3), -(x: + 4Y1) + 1x3 
+ V3, — 20% + 71) + 40x2 + V2) + 4(Ax3 + uy3)) 
= (Q[-2x + 4 + 4x] + u[—2y, + 47, + y], x + x] 
+ ul + 3-22 + 4x, + 4] + [271 + 472 + 31) 
= À(—22x4 + 4x2 + 4Xa, —X1 + Xa, —2X1 + 4x2 + 4x3) 
+ UC-2ya + 4ÿ2 + 4ÿ3, 1 + V3, —2ÿ1 + 4ÿ2 + 4y3) = Au(x) + uu(y) 
Donc u est linéaire. 
X 
Soit x = (X1,X2,X23) € ker(u) et X = (x) ses coordonnées dans la base canonique. 
X3 
—2X1 + 4X2 + 4x3 = 0 
s Ekert) | —X1 + X3 = 0 e! 
2% + 4x; + 4x3 — 0 


1 x 
X = (a 5x3) = 7-12) 


a = (2,—1,2) = 2e, — e, + 2e, est un vecteur non nul qui engendre ker(u), c’est une base de ker(u). 
Im(u) = Vect(u(e:),u(e:),u(ez)) 


: : 1 
D + X3 rome 
X1 — X3 X1 — X3 


D’après le théorème du rang, 

dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(R°) & 1 + dim(/m(u)) ei —. dim(/m(u)) =2 
u(e;) = —2e, — e, — 2e; = (—2,—-1,—2) et u(e,) = 4e, + 4e; = (4,0,4), ces deux vecteurs ne sont 
pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(u) qui est de dimension 2, (u(e;),u(e>)) est 
une base de Im(u). 
ker(u) @ Im(u) = R° = (a,u(e;),u(e>)) est une base de R. 
Il est presque évident que 

u(e;)+u(e:) = a 

Sinon on calcule &a + Bu(e:) + yu(e;) = 0R3 et on s’aperçoit que « = 1, B = —1 et y = —1 est une 
solution non nulle. 


(a,u(e;),u(e)) n’est pas une base, donc on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R° 


Allez à : Exercice 14 
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Correction exercice 15. 
1. 
u(x) = u(X1e1 + X262 + X3e3) = xiu(e:) + xJu(e2) + xau(e3) 
= Xx1(2e1 + e2 + 363) + x2(e2 — 362) + x3(—2e2 + 263) 
= 2X1es + (xs + X2 — 2x3)e2 + (3x1 — 3X2 + 2X3)e2 
= (2%, X1 + X2 — 2X3, 3X1 — 3X2 + 2X3) 
2. f(0p3) = Op = 2 X 0m 0m EE 
Soient x et y deux vecteurs de E, alors u(x) = 2x et u(y) = 2y 
Soient À et u deux réels 
u(Ax + uy) = Au(x) + uu(y) = AC2x) + u(2y) = 2(Ax + uy) 
Donc Àx + uy € E et E est un sous-espace-vectoriel de R 
f(Or3) = Or = —-0p3 => Op EF 
Soient x et y deux vecteurs de F, alors u(x) = —x et u(y) = —y 
Soient À et u deux réels 
u(Ax + uy) = Au(x) + uu(y) = A(-x) + u(-y) = (x + uy) 
Donc Àx + uy € F et F est un sous-espace-vectoriel de RS. 


3. 
xEE Se u(x)=2xe (2x4,X%4 + X2 — 2Xa, 3%X1 — 3X2 + 2X3) = 2(x1, X2, X3) 
2% = 2X 
| X1 du 0 fé nv 
4% +2 = 2% L à : 
Donc x = (x4, %1, X3) = x1(1,1,0) = x1(e1 + e) 
ei + 2 # Ops, il s’agit d’une base de E. 
xEFSu(x)=-xSe (2%:,3x1 — X2,3X1 — 3X2 + 2x3) = —(x:,X2, X2) 
2% = —X 3x1 = 0 —, 
>| X1 + X2 — 2X3 = —X2 2 | +26 2 = 0 ne, 
Ds 005 2 = 3% = 3%5 + 3x3 = 0 UE 
Donc x = (0,x3,x3) = x3(0,1,1) = x3(e2 + e2) 
e: + e3 # Os, il s’agit d’une base de F. 
4. 


dim(E) + dim(F) =1+1=2 
Donc il n’y a pas somme directe. 


Allez à : Exercice 15 


Correction exercice 16. 
1. Soient u,u' deux vecteurs de E_;, alors f(u) = —u et f(u') = —u'. Soient 1, 2’ deux réels. 
fQu + Vu") = Af(u) + 2'f(u') = A(-u) +A(-u) = —-(Au + 2'u) 
La première égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E_:, 
La troisième montre que Au + l'u' € E_; 
F(Or3) = Or = —0p3 
La première égalité car l’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, la 
seconde égalité montre que Op € E_1. 
E_, est un sous-espace vectoriel de R°. 
Soient u, u’ deux vecteurs de E,, alors f(u) = u et f(u') = u’. Soient 1, 1’ deux réels. 
fQu + 'u') = 1f(u) +2'f(u') = 2u + Zu’ 
La première égalité car f est linéaire, la seconde car u et u’ sont dans E;, 
La seconde montre que Au + l'u' € E: 


f(Or3) = Ons 
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La première égalité car l’image du vecteur nul par une application linéaire est toujours le vecteur nul, 
cela montre aussi que Ons € Eï. 
E, est un sous-espace vectoriel de R°. 


1 2 2 2 1 2 
f(e1 — e2) = f(e1) — f(e2) = ra T3 T363 — (a 32 +5e) = —€, + €: = —(e; —e;) 


Donc € x e2 E E_; 


1 2 2 2 2 1 
fe: — e3) = f(e1) — f(ez) = 34 ro +363 — (a +3e2 es) = —e, +3 = —(e; —e3) 


Donc ei — e3 E E_; 
f(e1 + e2 + e3) = f(e:) + f(e2) + f(e3) 
1 2 2 2 1 2 2 2 1 


= ——e, +=) +-e3 Fe, — 6) +3 te +—-e —-e; =e, te, +e 
a 372 3 3 3. 3 2 3 À ch 3 2 3.” 1 2 3 


Donc e, +e;: +e; € E 
3. Les vecteurs e,; — e, ete; — e, ne sont pas proportionnels, ils forment une famille de E_;, donc la 
dimension de E; est supérieur ou égal à 2. 
E; a un vecteur non nul, donc sa dimension est supérieur ou égal à 1. 
4, Soitu€E_,NE;,f(u) = —u et f(u) = u donc —u = u, ce qui signifie que le seul vecteur de E_; N 
E, est le vecteur nul. 
E_NE; = {0m} 


5. 
dim(E_, + E,) = dim(E_,) + dim(E;) — dim(E_, NE;) = dim(E_,) + dim(£E,) > 2+1=3 
Comme 
EE; FE, CR 
On a 
dim(E_, + E,) < 3 
Finalement 


dim(E_: + E1) = 3 
Remarque : cela entraine que dim(ÆE_;,) = 2 et dim(E;) = 1 
L’intersection de ces sous-espaces vectoriels étant réduit au vecteur nul on a 
EE =R 
6. On peut calculer f2(e;), f2(e;) et f?(e3) pour s’apercevoir que ces vecteurs valent respectivement e;, 
e, et e3. Mais c’est long. 
Autre méthode 

D’après la question précédente (e — e,,e1 — e3,e1 + e2 + e;) est une base de R$. 
(Une base de E_, collée à une base de FE; donne une base de R si et seulement si £E_4 @ E; = R). 
Tous les vecteurs de RŸ s’écrive de manière unique comme une combinaison linéaire de ces trois 
vecteurs, il suffit de montrer que f?(e,; — e;) = e, — e>, f?(e,; — e3) = e, — e; et que f?(e; + e> + 
e3) = e, te +e3 
Là, j’ai fait long, en fait il suffit de montrer les égalités ci-dessous 

f°(e1 — e2) = f(FCe — e2)) a 16C = e2)) = —f(e1 — e2) = —(—(e: = e2)) EL TRS 
Care —e EE _; 

f”Ce1 — e3) = f(FCe = ez)) - f(-Ce — ez)) = —f(e1 — e3) = —(—(e: = ez)) RES 
Care —e3 EE _; 

f”(e1 + e2 +e3) = f(F(e1 + e2 +e3)) = f(e te +e)=e +e+es 

Care te +e EE 
Par conséquent f? = idp3 
Cela montre que f 7! = f et que f est bijective. 
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Remarque : 
Avec les matrices on retrouve ce résultat plus facilement. 
Allez à : Exercice 16 
Correction exercice 17. 
1. 
+284 0 
3 3 3 2a—2B+y=0 
2 1 ? 
aa + Bb = yc = 0m © Dour Li de —2a +6 +2y =0 
1 2 .2 7 a—2B+2y=0 
oi de 
Li 2a—2B+y=0 a=0 
e Li+l: —f +3y = 0 -|5=0 
2L3 a L: Y —= 0 Y — 0 
(a, b, c) est une famille libre à trois vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de 
R°. 
2, 


u(x) = u(xies + Xpe2 + Xsez) = xiu(ei) + Xou(e>) + xzu(ez) 
= x1(3e1 + e2 — e3) + X2(e1 + 7e2) + Xx3(—e; — e3) 
= [3x1 + X2 — Xales + [x + 7x2les + [x — x3lez 
= (3x1 + X2 — Xa, Xa + 7X2, —X1 — X3) 
3. a ==(2, —2,1) donc 


1 1 
u(a)==(8xX2-2-12+7X(-2),-2-1) =2(8,-12,-3) = (1-4, -1) 
1 1 
3a-3c=3x-(2-21)-3%x (12,2) = (2,-2,1) — (12,2) = (1-4, —1) 
On a bien u(a) = 3a — 3c 
b = = CL —2) donc 
1 1 
u(b) = 36 X2+1-—(-2,,2+7,-2-(-2))= 3 (2:90) = (3,3,0) 
1 1 
3b+3c=3%x-(21,-2)+3xX-(122) = (2,1, —2) + (12,2) = (3,3,0) 
On a bien u(b) = 3b + 3c 
C = = (1,2,2) donc 
1 1 
u()=2(8+2-21+7X2,-1-—2) = (38,15, -3) = (15,1) 
1 1 1 
—3a+3b+3c=-3x-(2-21)+3X-(21-2)+3%x-(12,2) 


02 DT EE tLS, 0 
On a bien u(c) = —3a + 3b + 3c 


Allez à : Exercice 17 


Correction exercice 18. 


1. Soientu = (x, y,z) et u' = (x’,y',z") deux vecteurs de R* et deux réels À et 1’ 
Au + d'u’ = (x +2'x',4y + L'y',z + L'z') = (X,Y,7) 
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pQu + L'u) = (2X +Y +2Z,Y,-X —Y —7Z) 
= (2x + 2'x") + (y + L'y) + 204% + 2'z7),1y + l'y", —(Ax + d'x') — (y + l'y) 
— (1 + A2) 
= (1(2x + y + 22) + 4'(2x' + y" +221), 2y + l'y’, A(-x — y — 2) 
+ (x! — y" —2")) 
= AUX FY+22ÿ,-X—-V—3)4+/l0X +FY +F2r,Y, X =Y —7) 
= Ap(u) + 1'p(u') 
Donc p est linéaire. 


2. 
pes) = (2,0, —1) = 2e; — es; pe) = (1,1, —-1) = e; +e, —e; et p(ez) = (2,0, —-1) = 2e; — 
e3 = pes) 
p°(e:) = p(2e; — e3) = 2p(e:) — p(ez) = 2e; — e3 = p(es) 
p°(e2) = p(e; + e2 — e3) = p(e:) + p(e2) — p(ez) = p(e2) 
p°(e3) = p(2e: — e3) = 2p(e;) — p(ez) = p(ez) 
Donc pour tout u € R°, p?(u) = p(u) et alors p? = p. 
3. 


im(p) = Vect(p(es), p(ez),p(es)) = Vect(p(e1),p(ez)) 
(p (e:), p(e2)) est une famille de deux vecteurs non colinéaires, elle est libre, de plus elle engendre 
im(p), c’est une base de im(p) 
2x+y+2z=Xx x+y+2z=0 
à kart 1 © (100 = ue & pd = > | Y=7Y | ÿ=y 
SE —X—y—2Zz=0 
ex+y+22=0Sx—-y—-72z 
u = (x, y,z) E ker(p —- Id) & 3y,z ER,u = (—y — 2z,y,z) = y(—1,1,0) + z(—2,0,1) 
= y(—e + e2) +7(—-2e +e:) 
(—e: + e2, —2e; + e2) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, c’est une famille libre qui 
engendre ker(p — Id) c’est une base de ker(p — Id) 
Les composantes de p(e;) = (2,0, —1) et de p(e;) = (1,1, —1) vérifient l’équation 2x + y + z = 0 qui 
caractérise Im(p) donc ker(p — Id) € Im(p) et comme ces deux espaces vectoriels sont de même 
dimension, ils sont égaux. 
4. D’après le théorème du rang 
dim(ker(p)) + dim(Im(p)) = dim(R®) = 3 
Si u € ker(p) N im(p) = ker(p) N ker(p — Id) alors p(u) = O3 et p(u) = u donc u = Os, ce qui 
montre que ker(p) N im(p) = {03}, finalement on a 


ker(p) @ Im(p) = R* 
Allez à : Exercice 18 


Correction exercice 19. 

1. Soit x, € Es, (f — id)(x) = 0 © fu) — x = 0 © fu) = x 
Soit x} € E>, (f + id)(xz) = 0% & fc) + x2 = 05 © f(x2) = —-x2 
f(x)+x ___ fG)-x 

: À 
fG)+x\ 1 i 

fon) = FPS) 226200 + 00) = 5 + FCO) = 6 
Donc, d’après la première question, x1 € E1. 
De même 


2. On pose x = 


nee 1) = 5 (F2) — FD) = 7 (x FC) = x 


Donc, d’après la première question, x, € F2. 
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Commex = x +xX,onaE; +E, =E 
Il reste à montrer que E; NE, = {0z} 


Six EE NE, alors f(x) = x et f(x) = —x donc x = —x ce qui montre que x est le vecteur nul. 
OnaE, ®E=E. 
3. f(v;) = v; pour 1 <i<retf(v;)=-v; pourr+1<i<n 
Remarque : 
La matrice de f dans cette base est : 
1 0 0 
D A  & 0 
0 1 : 
un 
- 0 
0 O0 0 —1 


Allez à : Exercice 19 


Correction exercice 20. 
1. D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R?) & dim(Im(u)) =2-1=1 
Par conséquent u(e.) et u(e;) sont proportionnels et alors 
u(e,) = au(e;) = ae; + ae; 


u(x) = u(xie + X2e2) = xiu(e:) + xzu(e2) = x1(es + e2) + a(xies + x2e2) 
= (x, + ax2)e, + (2 + ax2)e, = (x1 + aX2,X2 + ax) 


u(e,) = au(e;) & u(e;) — au(e:) = O2 © u(e> — ae) = O2 
e, — ae, est un vecteur non nul de ker(u) et ker(u) est une droite, donc il s’agit d’une base de ker(u). 


Allez à : Exercice 20 


Correction exercice 21. 


1. 
f(e) =1 
f(e2) = 1 
f(e3) = 1 
f(e4) = 1 


Donc 
Im(f) = {1} et dim(im(f)) = 
2. D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(/m(f)) = dim(R*) & dim(ker(f)) = 3 
X = (X1, X2, X2, Xa) E ker(f) & x = (—x2 — x3 — X4,X2, Xa, Xa) 
= x2(—1,1,0,0) + x:(—1,0,1,0) + x,(—1,0,0,1) 
On pose a = (—1,1,0,0), b = (—1,0,1,0) et c = (—1,0,0,1) 
(a, b, c) est une famille génératrice de ker(f) avec trois vecteurs et dim(ker(f)) = 3 donc (a, b, c) est 
une base de ker(f). 


Allez à : Exercice 21 


Correction exercice 22. 
l'Sotxrv'eRtr=G,r...r)er = (46, ,2)etAleR 
u(Ax + 2'x') = (Axa + d'xi) + (Axe + L'x2) + + (4x, + 2'xr, 
= À + X2 + +xn) + l'Oxi + x + + x) = Aux) + l'u(x) 
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Donc u est linéaire 
2. u(e,) = u(e;) =: = u(e,) = 1 donc dim(Jm(u)) = 1 
D’après le théorème du rang 


dim(ker(u)) + dim(Jm(u)) = dim(R”) & dim(ker(u)) = n — 1 
Allez à : Exercice 22 


Correction exercice 23. 
Supposons (a) 
Si y € Im(u) alors il existe x € E y = u(x) alors u(y) = u?(x) = 0; alors y € Ker(u) 
Donc Im(u) € ker(u) 


D’après le théorème du rang 


dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(E) & dim(ker(u)) + . = n< dim(ker(u)) = . 


Im(u) € ker(u) et ces deux espaces ont la même dimension, donc ils sont égaux. 
Supposons (b) 
D’après le théorème du rang 

dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dimE & 2 dim(/m(u)) =ne 2rg(u)=n 
Pour tout x € E,u(x) € Im(u) donc u(x) € ker(u) donc u(u(x)) = 0; donc u? = Og. 


Allez à : Exercice 23 


Correction exercice 24. 
Si u est injective alors si x € ker(u) & u(x) = 0; & u(x) = u(0x) = x = 0% car u est injective, ce 
qui montre que ker(u) = {0}. 
Si ker(u) = {0%} alors u(x) = u(y) & u(x) — u(y) = 0%; & u(x — y) = 0x = x — y = 0r 
car ker(u) = {04}, et donc x = y ce qui montre que u est injective. 


Allez à : Exercice 24 


Correction exercice 25. 
1. (u—Zidz)(x) = 0% & u(x) — 2x = 0% & u(x) = Àx 
u(0z) = 0; = AX0z > 0%; EE 
Soient x, et x, deux vecteurs de E3, on au(x) = Àx, et u(x>) = Àx; 
Soient a: et æ, deux réels. 
U(d1X1 + d2X2) = au(x) + au(x2) = 1% + d2ÂX2 = À(d1X4 + A2X2) 
Donc &;X; + &2X2 € Ej 
E; est un sous-espace vectoriel de E. 
2. Fest un sous-espace vectoriel de E donc 0% € F par conséquent u(0%) = 04; € u(F) 
Pour tout x. et x, dans F. Pour tout a, et «, réels. On a ax: + ax: EF 
Soient y, et y dans u(F), il existe x, et x dans F tels que y; = u(x:) et y = u(x>) 
Alors 
diY1 + @2ÿ2 = au(x) + au(x) = u(aix + ax) 
Car u est linéaire, donc 
d1V1 + A2Y2 = U(a1X1 + A2X2) E U(F) 
Car &1X1 + &2X2 EF. 
Par conséquent u(F) est un sous-espace vectoriel de E. 
3. Six € Ej alors x = =u(x) =U (x) € u(E;) donc E; € u(E;) 
Si y E u(Ej) il existe x € FA tel que y = u(x) donc y = Àx € F3, ce qui montre que u(E;) € E; 
Finalement 
u(E3) = E 
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Allez à : Exercice 25 


Correction exercice 26. 

1. Supposons que u soit surjective, alors Im(u) = F par conséquent dim(/m(u)) = p et d’après le 

théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(E) & dim(ker(u)) +p =ne dim(ker(u)) = n —p < 0 

Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas surjective. 

2. Supposons que u soit injective, alors ker(u) = {04} par conséquent dim(ker(u)) = 0 et d’après le 
théorème du rang, comme /m(u) € F entraine que dim(/m(u)) <p 

dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(E) dim(/m(u)) ER  — dim(/m(u)) <p 

Ce qui n’est pas possible, donc u n’est pas injective. 


Allez à : Exercice 26 


Correction exercice 27. 
Soit y € ker(f) N im(f), il existe x € E tel que y = f(x), et f(y) = 0% 


Donc f(x) = f(f(x)) = f(y) = 0% donc x € ker(f?), comme y = f(x), y € f(ker(f?)) 
On a montré que 


ker(f) Nim(f) € f(ker(f?)) 


Soit y € f(ker(f?)), il existe x € ker(f?) tel que y = f(x), ce qui montre que y € Im(f) et comme 


FO) = f(FG)) = F7) = 0x on a y € ker(f) 
On a montré que 


f(ker(f?)) € ker(f) N im(f) 


Et donc 


Allez à : Exercice 27 


Correction exercice 28. 
Soit y € f(ker(g ° f)), il existe x € ker(g o f) tel que y = f(x) 
Donc y € Im(g), 
D'autre part x € ker(g o f) donc (g ° f)(x) = g(f(x)) = On», par conséquent g(y) = g(f(x)) = Omn, 
ce qui montre que y € ker(g). 
On a donc y € ker(g) N Im(f), on a montré que 


f(ker(g ° f)) € ker(g) N Im(f) 


ker(f) Nim(f) = f(ker(f?)) 


Soit y € ker(g) NIm(f) 

y € Im(f) donc il existe x € R" tel que y = f(x) 

y € ker(g) donc g(y) = Onn 

On en déduit que Onr = g(y) = g(f(x)), ce qui montre que x € ker(g » f) et comme y = f(x) cela 


montre que y € f(ker(g oc f)). 
Allez à : 


Correction exercice 29. 
1. Soit x € ker(u), u(x) = 0%, donc u?(x) = u(u(x)) = u(0;) = 0z donc x € ker(u?), ce qui montre 
que 
ker(u) € ker(u?) 
2. Soit y € im(u?), il existe x € E tel que y = u?(x) = u(u(x)), autrement dit il existe x' = u(x) tel que 
y = u(x”), ce qui montre que y € im(u). 


Allez à : Exercice 29 


Correction exercice 30. 
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Supposons que ker(u) N im(u) = {0%} et montrons que ker(u) = ker(u o u) 

Si x € ker(u) alors u(x) = 0% alors u(u(x)) = u(0;) = 0% alors x € ker(u o u) 

Cela montre que ker(u) € ker(u o u) 

Si x € ker(u o u) alors u(u(x)) = 0%, on pose y = u(x) € Im(u) et comme u(y) = 0%, y € ker(u) N 
im(u), d’après (i) y = 0, et donc u(x) = 0, ce qui signifie que x € ker(u) 

Cela montre que ker(u o u) € ker(u) et finalement ker(u) = ker(u o u) 

Supposons que ker(u) = ker(u o u) et montrons que ker(u) N Im(u) = {0z} 

Soit y € ker(u) N Im(u), il existe x € E tel que y = u(x) et u(y) = 0%, cela entraine que u(u(x)) : 
0%, autrement dit x € ker(u o u), d’après (ii) x € ker(u) donc y = u(x) = 0%, cela montre bien que 


ker(u) N im(u) = {0%} 
Allez à : Exercice 30 


Correction exercice 31. 


1. 
a) 
u(x) = ue; + x2e2 + X3e3) = xiu(es) + xu(e2) + xzu(es) 
= % (fi +2f2) +x2C2f — f2) + x fi + f2) 
= (xs + 2% — X3) fi + (2x — Xo + X3)f2 = (as + 2X2 — X3, 2X1 — X2 + X3) 
b) 
u(e;) ue) u(ez) 

À = Mat,(u) = Ê 2 fi 

ut 1/ À 
c) 


X = (X1,X2,X3) E Ker(u) & u(x) = Or 


: X1 L 
eu De( 4 6) 0-65) -0 


hp tin men L; en mor 
L, (2X1 —X2 +Xx3 =0 L—2L;{ —5x2 + 3x3 = 0 
M + 2X ER — 28 = 0 me ex 
é 3 lai 3 
X2 — 5 X3 X2 — 643 
Donc x = (- EX EX3X3 ) = (1,85), on en déduit que ker(u) = Vect(a) avec a = 


(—1,3,5). 
On en déduit que dim(ker(u)) = 1 et d’après le théorème du rang : 
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R®) & dim(Im(u)) = 2 
Or Im(u) est un sous-espace vectoriel de R? donc Im(u) = R°. 
Une autre méthode est d’écrire que : 
Im(u) = Vect(u(e:),u(e:),u(ez)) 
Puis, avec le théorème du rang, de dire que la dimension de cet espace est 2, il suffit donc de 
trouver deux vecteurs non colinéaires dans Im(u), soit par exemple (u(e:),u(e>)) ou 
(u(e:), u(e3)) ou encore (u(e), u(ez)), pour trouver une base (libre plus le bon nombre de 
vecteurs égal base). Mais je pense que si on ne remarque pas que /m(u) = IR? on a raté quelque 
chose parce que cela signifie que u est surjective. 


a) Soit x = X161 + X262 + X363 = (X1,X2, X3) 
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u(x) = u(xies + X262 + Xae2) = xiu(e1) + xou(e2) + xzu(e3) 
= Xx1(3e1 + 2e> + 2e3) + x2(2e: + 3e, + 263) + x3(2e1 + 2e2 + 3e) 
= (3x1 + 2x2 + 2Xxa)es + (2x4 + 3x2 + 2x3 )es + (2x1 + 2X2 + 3X3)e2 
= (3x4 + 2%2 + 2X2, 2X1 + 3X2 + 2X3, 2x + 2x2 + 3%) 
b) Histoire de changer de méthode je ne vais pas faire comme dans le 1. 
Les coordonnées de u(x) dans la base e sont 
3x1 + 2X2 + 2X3 3 2 NN /N 
(2 + 3x2 + 2.) = É 3 1 (x) = AX 


2% + 2%X5 + 3x2 2 2 3/ 3 


3 2 2 
A=Mat,(u)=|2 3 2 
2 2 3 


0 3x1 + 2X2 + 2X3 0 
X = (x1,X2, X3) € ker(u) & u(x) = Ops © AX = (o) s (2 + 3%2 + 2) = (o) 


0 2X1 + 2X2 + 3%; 0 


c) 


Li (3X1 + 2X2 + 2x3 = 0 L: 3x1 + 2X2 + 2x3 = 0 
fes 4 + 264 = 0 ea 22, 5X2 + 2%x3 = 0 
L3 2x1 + 2%X2 +3x3 = 0 L3 — L, —X2 + X3 = 0 
L; 3x1 + 2x2 + 2x3 = 0 X1 = 0 
se  L; 5X2 + 2Xx3 = 0 ee =0 
5L3 + L 7x3 = 0 X3 = 0 


Donc ker(u) = {0r3} 

On peut utiliser le théorème du rang, mais je vais faire plus théorique (pour rire), u est un 
endomorphisme dont le noyau est réduit au vecteur nul est une injection, c’est donc une bijection, 
donc u est surjective et Im(u) = R°. 


Allez à : Exercice 31 


Correction exercice 32. 


1. 
a) Les coordonnées du vecteur u(x) dans la base f sont : 
EL 0: X1 
AX = (= J C) = (- + ze) 
1 1 X1 + X2 

Donc u(x) = (x1, —X1 + 2X2,X1 + X2) 
b) ue) = fi — f2 + fs etu(ez) = 2f2 + fs 
C) 

0 X1 0 X1 =0 
x E ker(u) & u(x) = Ops © AX = (o) s (- + me) = (o) s L-s + 2%; = 0 
0 X1 + X2 0 X1 +X2 = 0 
” é = 0 
X2 = 0 
Donc ker(u) = {0r2} 
Im(u) = Vect(u(e:),u(e)) 
u(e.) et u(e;) sont deux vecteurs non proportionnels donc il forme une famille libre de /m(u), cette 
famille étant génératrice, c’est une base de /m(u). 
Remarque : 
Ici le théorème du rang ne sert pas à grand-chose. 
Dans ce cas Im(u) est un plan de R*. 
2 
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a) Les coordonnées du vecteur u(x) dans la base e sont : 


il 02 1 X1 Xi + 2%Xs — %à 
Ant La M0 ete) TX + 2X2 — X4 
1 —1 1 0 X3 X1 — X2 + X3 
2 3 7 —5/ \X 2% F3 + 7%5s 5% 
U(x) = (rs + 2% — Ka, — Xi + 2X2 — Xa, Ka — Xo + Ka, 2X1 + 3X2 + 7X3 — 5x4) 
b) 
u(e;) = 6e, — e2 +e: + 2e,4,u(e;) = 2e, — e; + 3e,4,u(e3) = 2e; + e3 + 7e, et u(es) = —e; — e> — 5eu. 
c) 
0 Xy 243% 0 
x E ker(u) & u(x) = Op: & AX = : = e - . 
0 2X1 + 3% + 7Xx3 — 5X4 0 
Li (X +2X3 — X4 = 0 L; X +2X3 — X4 = 0 
a L2 Xi +26 —X4= 0, L+l 2X3 + 2X3 — 2x4 = 0 
La | X1 — X2 + X3 = 0 L3 + L; X2 FT X3 —X4 = 0 
La 22% + 3x2 + 7X3 — 5X4 = 0 Li — 2L; 3x2 + 3x3 — 3x4 = 0 
x +2X3 — X4 = 0 X1 = —2X3+X 
e | ‘ X2 Le Es 6 = pe 
Un vecteur de ker(u) s’écrit x = (—2x3 + X4, —X3 + X4, X3, X4) = X3(—2, —1,1,0) + 
X4(1,1,0,1) si on pose a = (—2, —1,1,0) et b = (1,1,0,1) alors 
ker(u) = Vect(a,b) 
a et b ne sont pas propotionnels, ils forment une famille libre de ker(u), c’est une famille 
génératrice de ker(u)et donc une base de ker(u) 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(R{) & 2 + dim(/m(u)) =48 dim(/m(u) = 2 
D'autre part : 
u(e;) = 6e, — e2 + e3 + 2e4, u(e>) = 2e, — e; + 3e, sont deux vecteurs non proportionnels de 
Im(u), (u(e:), u(e>)) est une famille libre à deux vecteurs dans un espace vectoriel de 
dimension 2, c’est une base de /m(u). 
Remarque : 


Im(u) = Vect(u(e:),u(e:),u(ez), u(es)) ne sert à rien dans cette question. 


Allez à : Exercice 32 


Correction exercice 33. 


1. 
a) 
e1 = (1,0,0) = u(e;) = (1,2,3) = e, + 2e; + 3e; 
e: = (0,1,0) = u(e;) = (1,0,1) = e; +ez 
e3 = (0,0,1) = u(ez) = (0, —1,—1) = —e; — e; 
b) 
u(e:) u(e:) u(es) 
e 
A = Mat,(u) = É | 1) : 
3 1 —1/ 63 
c) 


x € ker(u) & u(x) = Ops © (xx + X2, 2X1 — X3, 3% + X2 — X3) = (0,0,0) 


L; X1 +X2 = 0 L: X1 +X2 = 0 X1 = —x 
212] 2X1 — X3 = 0 2 La “2h 2 a 20 0 (UT 
L; SX + X2 — X3 — 0 L: —3L; —2X;) — X3 — 0 - - 
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X = (—X2, X2, —2%X2) = x2(—1,1, —2) 
a = (—1,1,—2), ker(u) = Vect(a). 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(R$) & dim(Im(u)) = 3 —-1=2 
Il suffit de trouver deux vecteurs non colinéaires (qui forment donc une famille libre) dans 
Im(u), par exemple : u(e.) et u(e) (on aurait pu prendre u(e,) et u(e;) ou u(e,) et u(e3)). 
Im(u) = Vect(u(e:),u(e)) 
Il est totalement inutile de chercher une relation entre u(e,), u(e,) et u(e;) car le théorème du 
rang donne la dimension de l’image de u. 


2. 
a) 
e1 = (1,0,0) = u(e;) = (1,1,1) = e, +e +e3 
e> = (0,1,0) = ue) = (1,1,1) = e, +e +e3 
e3 = (0,0,1) = u(e;) = (0,0,0) = Ops 
b) 


u(e,) ue) UC) 
Mat,(u) = ( , ) € 
1 1 0 
c) X = (Xx1,X2, X3) E ker(u) & u(x) = Op © (xs + X2, Xa + X2,%1 + X2) = (0,0,0) & x1 + x, = 0 
Un vecteur de ker(u) est de la forme x = (x:,—x:,x3) = x, (1, —1,0) + (0,0,1)x; 
Si on pose a = (1, —1,0) et b = (0,0,1), Ker(u) = Vect(a, b) 
a et b sont deux vecteurs non proportionnels de Ker(u) ker(u), cette famille engendre ker(u) il 
s’agit donc d’une base de ker(u). Pour l’image, pas besoin du théorème du rang, on pose c = 
(1,1,1) 
Im(u) = Vect(c, c,Or3) = Vect(c) 
Im(u) est la droite engendrée par c. 


Allez à : Exercice 33 


Correction exercice 34. 


: 2 : 
1. soit x E R* et X = ses coordonnées dans la base canonique. 


X4 


( 2 1 1) . ) [star tan tn 0 
x Eker(f) & AX = Op 11 1 2 1 =|0lS{ xt x: + 2x3 +x = 0 
1 —2 5 —11 0 X1 — 2X2 + 5X3 — 11x43 = 0 
LL, (Xi+2X2+X3 +3Xx4 = 0 X1 + 2X2 + X3 + 3x4 = 0 
lat] —X2 + X3 — 2X4 = 0 | —X2 + X3 — 2X4 = 0 
L3 — Li \—4x, + 4x, — 14x, = 0 —2X3 + 2X3 — 7X4 = 0 
Xi + 2X2 + X3 + 3%X4 = 0 Xi = —3X3 
e —X2 +TX3—2X =0 Si X2=Xx 
_. a | ni 
X = (—3%X3,X2, X3, 0) = X3(—3,1,1,0) 
On pose = (—3,1,1,0) ker(f) = Vect(a), c’est une base de ker(f). 
2. D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R{) 
Donc 
dim(Im(f)) = 3 
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Comme 

Im(f) € R* 
On a 

Im(f) = R° 
Et 

rg(A) = 3 


Allez à : Exercice 34 


Correction exercice 35. 
A est la matrice d’une application linéaire de R° dans R*. 


X1 X1 
: + 
1 2 3 4 5 — 
= : ÉRAODE S à . ol at + + 2x4 + = 0 
Xe 2 1 À À 1 Xe () 2X1 + X2 + X3 + X4 + Xs = 0 
Li (Xi + X2 + 2X3 + X4 + Xs = 0 L: X1 + X2 + 2X3 + Xa + X5 = 0 
2 af ti tx ta 20 0 Le a] —X2 — 3X3 — X4 — X5 = 0 
L3 a + X2 + X3 + 2%X4 + Xs = 0 L3 — L: —X3 + Xa = 0 
Xi + X2 + 2X3 + Xa + X5s = 0 X1 = —X2 — 2X3 — Xa — X5 
>| —X2 — 3X3 — Xa — X5s = 0 | Xo = —3X3 — Xa — X5 
X3 = X4 X3 = Xà 
Xi = —X2 — 2X4 — Xa — Xs Xa = —(—4Xx4 — Xe) — 2X4 — Xa — Xx 
-| Xo = —3X4 — Xa — X5 | Xo = —A4Xy — X5 
X3 = Xà X3 = Xà 


OR 
= Ê = —4X,4 — Xs 

a = à 

Donc 
(Xi X2, Ka, Ka Xe) = (Ka, —A4Xa — Xe, Xa, Xa, Xe) = Xa(1, —4,1,1,0) + x: (0, —1,0,0,1) 
Les vecteurs (1, —4,1,1,0) et (0, —1,0,0,1) ne sont pas proportionnels et ils engendrent le noyau, donc 
ker(A) est de dimension 2. 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(A)) + dim(/m(A)) 5 

Ce qui montre que rang(A) = dim(/m(A)) = 3. 


Allez à : Exercice 35 


Correction exercice 36. 
1. 
13%: — 8x2 — 12X3 = y 13%: — 8x2 — 12X3 = y: 
Y=AXSAX=YS pa — 7x, —12x, = y, e LSl2— 121: E — 12x3 = 13ÿ> — 12ÿ 
6x1 — AXz — 5X3 = V3 ET —X2 + 2X3 = 2Y3 — V2 
13x13 — 8x2 — 12X3 = y: 13%: = y1 + 8X2 + 12%3 
5Xx2 — 12%x3 = 13y2 — 12y: es se = 13y; — 12y: + 12%; 
—2X3 = 10y3 — 5y2 + 1372 — 12ÿ1 X3 = 6ÿ1 — 42 — 53 
13x%x1 = y1 + 8x2 + 12(6y1 — 4y2 — 5y3) 
S 4 5x2 = 13y2 — 1271 + 12(6y1 — 4y> — 5y3) = 607; — 35y> — 60 y; 
X3 = 61 — 42 — 53 
13x1 = 73y1 — 48y> — 60y3 + 8(12y1 — 7y2 — 1272) E = 169y; — 104y, — 156y; 
s 


= 
. 


ns X2 = 121 — 72 — 12y3 X2 = 12ÿ1 — 72 — 123 
X3 = 61 — 4y2 — 5Y3 X3 = 6y1 — 4y2 — 53 
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X1 = 1371 — 8y2 — 12y3 X1 13 —8 —12\ /}1 
e Ê = 12y: —-7y: -12% (x) = fc —7 -) Le) 
X3 = 6ÿ1 — 42 — 5y3 Y3 
13 —8 —12 
Donc A71 = fc —7 2) = À 
6 —4 —5 
Le mieux aurait été de changer les rôles de x. et x; dans le premier système. 
À. A = ldonc As (Are ire Je A TP ANA = A 


Allez à : Exercice 36 


Correction exercice 37. 


1. et 2. 
0 1 1\/0 1 1 ÿ À 
#- (1 0 1) (5 0 1)= (1 2 1) = 4 421 donc PC = 43 2 
1 À OL À 0 12 
+ À À 
3. F-42216 AUD Se AXE dm Et - 1) 
11 
4. 


0 1 1\/X1 V1 X2 + X3 — V1 
AX=YSe11 0 11][X2]={|Y2]=4%x1 + X3 = y2 
1 1 0/ \x3 V3 X1 + X2 = V3 


Ici il y a un problème pour appliquer le pivot de Gauss parce qu’il n’y a pas de termes en x, dans la 
première ligne, 1l y a deux façons d’arranger ce problème, soit on intervertit x.et x soit on intervertit la 
ligne 1 avec une ligne où il y a un x, c’est ce que nous allons faire. 


Li (X2 + X3 = y: Li ( X1 + X3 — V2 L: X1 + X3 = ÿ5 
LiX1 +X3=Y2e L: X2TX3=Y1 © Li X2 + X3 = Yi 
La Ua +X2 = V3  L3 ui + x2 V3 L;-L: X2 — X3 = —Y2 + V3 
X = —X3+ 
Li X1 +X3 = V2 ns: 7 
_ X2 X3 + Yi 
ss LL, X2 + X3 = V1 S 1 1 1 
L3 — L) —2X3 = —Y1 —Y2 + Ys Sn ro 293 
1 1 1 1 1 1 
MT Gy F2 - y) + y2 MTS +352 F3Y3 L 
1 { 1 1 1 il : 
de = fnt5-5n)+n Se ro Dati — . 
1 1 1 1 1 1 
X3 — 2Y1 +52 23 X3 — 2)1 F5}2 273 
1 1 1 
DT ST 
1 + à |P* 
En se): 
1 1 1)" 
2 2 2 
Donc 
1 1 1 
2 2 2 
il 2. 
2 2. 2 
1 1 1 
2 2 2 


Allez à : Exercice 37 
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Correction exercice 38. 


1 0 O0\/1 0 0 1 0 0 
1. #-(0 0 1)(c 0 1)-(0 1 o) 
O —1 0/ \0 —1 0 0 O0 —1 
1 0 0 1 0 O0 1 O0 O0 
AS = A?A = ( —1 0 \( 0 ) = ( 0 -1) 
0 O0 —1/ \0 —1 0 0 1 0 


1 O O0 1 0 0 1 0 O0 1 0 O0 0 0 0 
ÆA—A+A-1=|0 0 -1]-[0 —-1 0})+[0 0 1}]-[0 1 0]=|[0 0 0 
0 1 0 0 O0 —1 0 —1 0 0 0 1 0 0 0 


0 
2. A —A+A-1=0& A(4-A+I)=I donc A1 = 4 -A+I 
3. 4=A2—A+I donc A* = A(4 —A+1)=A43—A2+A=(4-A+I)-A4+A=I 


Allez à : Exercice 38 


Correction exercice 39. 


1 © 1 
a-2-(< 1 +) 
—1 1 —2 
1 ©: 1 1 O0 1 0 1 —1 
aan (= 1 2)(- 1 =)-(0 —1 1) 
—1 1 —2/ \-1 1 —2 O0 —1 1 


1 
1 
1 0 1 0 1 —1 0 0 0 
(A — 213$ = (A — 21)(A — 21)? = ( 1 +) ( —1 1 | _ ( 0 ) 
1 —2/ \0 —-1 1 
Ce qui entraine que 
A$—-3xX2A7+3x22A—-2$]=0 
Car À et / commutent. 
Ce qui équivaut à 
A5 — 642 +124-81=0 
Soit encore 
A5 — 6A?2 + 12A = 8] 
Puis en divisant par 8 et en mettant À en facteur 
Afar 4451) = 
8 4 2 
Ce qui montre que À est inversible et que 
5 ». 


1 
1 = y © o 
À = 34 34+51 


Allez à : Exercice 39 


Correction exercice 40. 
1. 
__fch(t) sh(t)\/ch(t) sh(t) 
MGM) = (Ge) ch(aD)(shG) ch(e) 
_ fch(t)ch(t,) + sh(t)sh(t) ch(t)sh(t,) + sh(t:)ch(t;) 
E rare + ch(t,)sh(t) sh(t:)sh(t>) + à 
ett+e helti+te ti ete het: et 


ch(t,)ch(t,) + sh(t,)sh(t>) = g nn + D nn g 
etattr +oti-tr te-titt +o-ti-tr ptitte + ptite + p-titt2 + p-t1-t2 
= ———____— + 
4 4 
2etitt2z + 207(titt2) 
= ——————— >= ch(t; +t2) 


4 
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et —e tietz+te ti eti+e-hetz et 


Sh(E)eh(E;) + ch(E)Sh(E,) = TEL T ET EEE 
etitt2 + et1-t2 _ e-tittz _ e”t1t2 etitt2 — et1-t2 + e”titt2 _ e-t17t2 
= ————————————————— À —————…—…….….….….—.—.—.—. .  — 
4 4 
2etittz — 2e”(titt2) 
= ——— —_—— hf, +) 


4 
Donc M(t,)M(t:) = M(t: +t2) 
2. det(M(t)) = ch?(t) — sh?(t) = 1 & 0 donc la matrice est inversible. 
Or M(t)M(-t) = M(0) = 1 donc (M(t)) = M(-t) 


Allez à : Exercice 40 


Correction exercice 41. 
1. 
Es = {x € R*,u(x) = x} = {x € R*,u(x) — x = Ops} = {x € R°,(u — Idp3)(x) = O3} 
= ker(u — Idp3) 
Donc E, est un sous-espace vectoriel de R$. 
Te À H\ Jr X X1 + 2X2 — 2X3 = X 
xEE, & u(x) =xearsxe ( 1 2)(2)-(e)e fau 2 À; 
2 2 —3/ \%3 X3 2X1 + 2X2 — 3%X3 = X3 
2X2 — 2X3 = 0 X2 — X3 = 
-| 24 — 225 = 0 >| X1 = X3 EE Fa 
2X1 + 2%X2 — 4x3 = 0 2X3 + 2X3 — 4x3 = 0 | ‘ 
Par conséquent x = (x3,X2, X3) = X2(1,1,1), on pose a = (1,1,1) c’est une base de F1. 
2. Les coordonnées de u(b) dans la base canonique sont 


1 2 —2\/0 0 
AX,=|12 1 -2|[1]=|-1|=-x, 
2 à SM A 


Donc u(b) = —e; — e; = —-b 
Les coordonnées de u(c) dans la base canonique sont 


L 2 2% FI —1 
AXe=12 1 —-2][1]=|-1|]=—-X. 
2 2 =é 72 2 


Donc u(b) = —e; — e,; — 2e3 = —c 
3. 
1 O0 1 
det(a,b,o)=|1 1 1]=1x/1 Î-oxf /]+1xf ‘|=14#0 
1 1 2 Lu 7 1 2 LL 
Ce qui montre que (a, b, c) est une base de R*. 
4. 


1 O0 1 
P=11 1 1 
LL 2 


X1 X1 
5. On pose X = () etX'=| x; 


X3 X3 
4 0. Ù /à à: L ( x +X =X Le + + X3 = Xi 
px =x (1 1 ) X2 (nes X1 +X2 +X3 = X2 b-l4 XL =-X+% 
Lo APN X3 Lili +x+2x = x L-L{ x =-x+2% 
Xi = —X3 + Xi = Xi + X2 — X3 # 1 1 —1\ /X 
-| X3 = —X1 + X2 s | x (= 1 0 }(:) 
X3 = —X)2 + Xa X: 0 —1 1/\% 
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D'où 


u(a) u(b) u(c) 


1 0 O\a 
D=|0 -1 0 }b 
0 O0 —1/c 


7. D = PAP 


Allez à : Exercice 41 


Correction exercice 42. 
1. Soient x = (x1,x2) et x' = (xi,x2) deux vecteurs de R? et soient 1 et 2’ deux réels. 
fQx + 2x) = fa + d'xi, Axe + d'x5) = (Aa + xt — (Axe + d'x2), Axa + l'ai + (x + 'x2)) 
= (Ga — X2) + 2'(xi — x5), AG + 22) + L'Oxi + x2)) 
= (x — 2%, Xa + X2) + 2 — 22,2% +22) = Af (x) + 2’ (x) 
f est une application linéaire de R? dans R? donc f est un endomorphisme de R2. 


2. a=(f e 


a) xEker(f) = Le ne : | SL +L ae LE fe = 0 

Donc ker(f) = {0r2} 

On en déduit que f est injective, comme de plus, f est un endomorphisme, f est surjective et donc 
Im(f) = R2. (On aurait pu aussi invoquer le théorème du rang) 

b) Du à) on tire que f est bijective et donc inversible (cela signifie la même chose). 


c) 
Yi = X1 — X 
Y=fQ)S C172) = FOX) S Gr) = Gi x +) © Le = s $ . 
1 1 
X2 = Xi — = ee 
Pen e L . - X2 31 +52 Ji 
V1 T y2 1 X 371 7 72 a 
2 2 
… À mn 
- X2 — 21 2 72 
1 1 
ur 


Donc f71(y1,y2) = Gyi + V2 — Ja + =y2), ou, en changeant les rôles de x et de y : 


1 1 1 1 
F7" (x, X2) = Gi F5%27 5% +5%2) 


EtATT—= (2 À 


4. La matrice d’une homothétie est de la forme H = # 0 


0 h 
} Alors RH = h 


) — h1 et la matrice d’une rotation d’angle « 


cos(a) — Hd 


sin(a)  cos(a) 


cos(æ) —sin(a) 
sin(a)  cos(æ) 
de cos(a) —h ed 

hsin(a)  hcos(a) 


hcos(a) = 1 2 2 45 2 PE - _ 
Donc ia 1 donc (hcos(a)) + (hsin(æ)) =12+12S8h=28h=V2ouh=-V2 


est de la forme À = ( 
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1 


cos(a) = — — 
Sih = —V2 alors . donc a = 7 modulo 27. 
sin(@) = -— F 
1 
cos(a) = — 
Si h = V2 alors 2 donc & = = modulo 2x. 
sin(a) = nm è 


5. det(a,b) = É . = 2 & 0 donc (a, b) est une base de R?. 


6. Les coordonnées de f(a) dans la base (e:,e,) sont Ç 7) () _ G} donc f(a) = 2e, =a+b 


2 


Les coordonnées de f(b) dans la base (e:, e,) sont Ç ) os = F 


nl Matg(f) = (1 ) 


Allez à : Exercice 42 


Correction exercice 43. 


). donc f(a) =2e, =a—b 


1. 
RE - RE - ns 
det(a,b,c)=|-1 -1 -2|= 1 1 -2/=-|7, {|[=-C1+2=-1#0 
1. 1 11 Go 0 1 
Donc (a, b, c) est une base de R 
2. 


1 2 2 
P = (- —1 +) 
1 1 1 
1 2 2\/X Y1 Li (Xa + 2X2 + 2X3 = Yi 
PX=YS (= —1 +) (x) = Le) e L) Le — X2 — 2X3 = Yo 
1 1 1 X3 V3 La Xi + X2 + X3 = 3 
L; X1 + 2X2 + 2X3 = y: Ki = 2%; — 243 FY 
eat] X2 = 1 + y2 | X2 = V1 V2 
L3 + Li —X3 = Y2 + y3 X3 — —Y2 — 3 
Xa = —2ÿ1 — 2V2 + 2V2 + 2Y3 + V1 X1 — — V1 + 2y3 
| X2 = V1 + V2 efnsnts 


X3 — —Y2 — V3 
—1 0 2 
P-t=| 1 1 0 
O0 —1 —1 


3. Les coordonnées de u(a) dans la base B sont 
1 4 4 1 1 
+304 
0 2 3 1 1 
Donc u(a) = a 
Les coordonnées de u(b) dans la base B sont 
1 4 4 2 2 
3 40) 
0 2 3 1 1 
Donc u(b) = c 
Les coordonnées de u(c) dans la base B sont 


TER TaC 


Donc 


Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Donc u(c) = —b 
Par conséquent 


4. 
a) 
1 0 2 1 4 4 
P-1AP = | 1 1 O0 )(-: —3 +) (- —1 +) 
0 —1 -1/\0 2 3 1 1 1 
1 0 2 1 2 =2 1 0 0 
- (à { o )(+ 2 1)-(0 0 )=# 
O 1 —1/ \1 1 —1 0 1 O0 
b) 
1 0 0\/1 0 0 1 0 O0 
&=(0 0 =)(c 0 1)-(0 —1 o) 
0 1 O0/\0 1 0 0 O0 —1 
1 0 O0\/1 0 0 1 0 O0 
ere = (0 —1 o )(o —1 o )-(o 1 0)! 
0 O —1/\0 O0 —-1 0 0 1 
c) R=P-1AP S À = PRP-! 
A* = PRP7LPRP 1PRP-1PRP 1 = PR#p-1 = pIP-L=] 
Donc 
A — (A =] =] 
Allez à : Exercice 43 


Correction exercice 44. 


—3 1 4 
1 A=Matg(u)=| 2 —1 —2 


—4 2 5 
2; u(Or3) — Or3 donc PE E E 


Soient x eEety EE et À et u deux réels, u(Ax + uy) = Au(x) + uu(y) = Àx + uy, donc Àx + uy € 


E, E est un sous-espace vectoriel de RS. 
x —3X1 + X2 + 4x3 = X: 
(2) 2X3 — X2 — 2X3 = X2 


—3 1 4 X1 
x=(x1,X2X%)EES| 2 —-1 -2]|x 
—À 2 5 X3 X3 —4x; + 2%) + xs — X3 


—4X;1 + X2 + 4x3 = 0 Li (—4x3 + X2 + 4x3 = 0 
2 | 23,228 24 = 0 12] X1 — X2 — X3 = 0 
—4x, +2%X2 + 4X3 = 0  L\-2x, +x2 +2Xx3 = 0 


L: —4X; + X2 + 4x3 — 0 X = X 
at] —3x, = 0 PE 
2L3 —L; X2 = 0 - 


Une base de E est le vecteur a = (1,0,1) et bien sur dim(E) = 1. 
3. Ilest clair que le vecteur nul est dans F. 

Soient x E Fet y € F et À et u deux réels 

Àx + y = (x + Uy1,X2 + UY2,X3 + UY3), 


—2(4%x:1 + ui) + 20% + uy2) + 3(x3 + uy3) = A(-2Xx1 + 2X2 + 3x3) + U(—2y1 + 22 + 3y3) 
= 0 


Donc Àx + uy € F.F est un sous-espace vectoriel de R$. 
5 x 
xX=(X,X,%)EFex= (2 + = x3 2223) = Xx2(1,1,0) + 7 (02) 
On pose b = (1,1,0) et c = (3,0,2) 
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(b,c) est une famille génératrice de F formée de deux vecteurs non proportionnels, cette famille est 


donc libre. 
—3 1 4 1 —2 
—4 2 5 0 —2 


Une base de F est (b, c). 
4. u(b) a pour coordonnées : 


1 1 —2 
dette ba) = LR sisi 
ONE 


Donc (a, b,u(b)) est une base de R. 
On aurait pu montrer que la famille est libre, et dire qu’une famille libre à 3 vecteurs dans un espace de 
dimension 3 est une base. 
5. dim(E) + dim(F) = 1 +2 = 3 = dim(R*) 
(10,1) éFca-2x1+2xX0+3x1=1#40don EnNF = {0p3} 


Donc E@F =R. 
_3 1 4\/-2 —1 
4 2 GX 0 


6. u(u(b)) a pour coordonnées 
u(a) u(b) u(u(b)) 


a 

matgr(u) = ’ 0 0 b 
0 0 —1 

0 1 o/ w(b) 


Donc u(u(b)) = —b 


Allez à : Exercice 44 


Correction exercice 45. 
1. Les coordonnées de u(x) dans la base canonique sont 


X2 — 2X3 0 1 —2\/X1 
2x, —X2+4x3|=|2 —-1 4 X2 
X1 — X2 + 3X3 LL à X3 


Donc la matrice de u dans la base canonique est 


D À —à2 
A=l2 1 4 
L di à 


X1 
2. Soit X = (x) les coordonnées d’un vecteur x = (x:,X2,X2) dans la base canonique 
X3 
—1 1 —-2\/X 0 
X = (X:1,X2,X3) E ker(u—-I1d)S (A-I)X=08S| 2 -2 4 ||x2|=|0 
1 —1 2/\3 0 


2X, — 2X2 + 4X3 = 08 x, — x + 2x3 = 0 x1 = X2 — 2x3 
X1 — X2 + 2X3 = 0 
Donc x = (x — 2x3, X2, X3) = xX2(1,1,0) + x3(—2,0,1) 
On pose a = (1,1,0) et b = (—2,0,1), (a, b) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc 
libre, qui engendrent ker(u — Id), c’est une base de ker(u — Id). 
X1 


3. Soit X = (x) les coordonnées d’un vecteur x = (x:,X2,X23) dans la base canonique 
X3 


—X1 + X2 — 2X3 = 0 
>| 
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O0 1 —2\/X1 0 X2 — 2X3 = 0 
x = (xX1,X2,X3) E ker(u) & AX=0S É —1 4 }(:) = (o) s x — X2 + 4X3 = 0 
1 —1 3 X3 0 X1 — X2 + 3X3 = 0 
X2 = 2X3 Xo = 2X3 a 
us 2 à = 0 La 426 2 0 © [ - 


X2 = 2X3 
X1 — 2X3 + 3x3 = 0 X1 +X3 = 0 
Donc x = (—x3,2%3,X3), si on pose c = (—1,2,1) alors ker(u) = Vect(c) 


4. 
i => 
dt(éb = PAP lens ter 
et(a, D,c - s b ‘| FE | + Æ 


En développant par rapport à la première colonne, donc (a, b, c) est une base de RS. 
5. u(a) — a = Os = u(a) = a, de même u(b) = b et u(c) = Os donc 


1 0 O0 
D=10 1 0 
0 0 0 


6. D’après la matrice de u dans la base ff”, Im(u) = Vect(a, b) = ker(u — Id) 
7. D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(Im(u)) = dim(RŸ) 
Il reste à montrer que l’intersection de ker(u) et de Im(u) est le vecteur nul. 


x € ker(u) x € ker(u) u(x) = O3 u(x) = Op3 
PÉRGINEQUS fe € Im(u) { € ker(u — Id) Le — X = Os is u(x) = x né 
= Ors 
On a donc ker(u) @ Im(u) = Ré. 
Allez à : Exercice 45 
Correction exercice 46. 
1. 
—10 3 15 
À = | —2 O0 3 | 
—6 2 9 
> 
—10x; + 3x2 + 15x3 = 0 
X = (X1, X2, X3) € ker(u) & u(x) = 0m —2%1 +3x3 = 0 
—6X1 + 2X2 + 9x3 = 0 
: SL, | 10x; . du 0 o He +15x; = 0 e Ju= rs 
CL 2x = 0 un x2 =0 


3 X3 
à — C2 0, x) = 7 (3,02) 
On pose a = (3,0,2) et alors ker(u) = Vect(a) et dim(ker(u)) = 1 
D’après le théorème du rang, dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(R*) & dim(/m(u)) = 2 
3. Le problème est de savoir si ker(u) N im(u) = {0R3} car dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(R) 
Première méthode : 
On cherche une base de Im(u) (ce qui revient à choisir deux des trois vecteurs parmi u(e;),u(e,) et 
u(e;) car ces vecteurs sont deux à deux non proportionnels et que la dimension de l’image de u est 2, 
puis de montrer que ces trois vecteurs forment une base de R*, c’est long, on passe) 
Deuxième méthode 
D’après la matrice, il est clair que a = u(e), comme ker(u) = Vect(a) on a ker(u) € im(u) et donc 
ker(u) N Im(u) # {0n3}, ce qui montre que l’on n’a pas ker(u) @ Im(u) = R*. 
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Première méthode 


3 X1 
On pose X, = (o) et X, = («) les coordonnées de a et de b dans la base canonique et on résout le 


2 X3 
—10 3 15\/X1 3 
u(b)=as AX; ke (2 0 s (se) -(o) 
—6 2 9/ \X3 2 
C’est long 
Deuxième méthode 


On remarque que u(e,) = a donc un vecteur b qui vérifie u(b) = a est par exemple b = e; 


système 


Remarque : 
Ce n’est pas le seul mais l’énoncé demande « un vecteur b tel que u(b) = a » 
5. u(Or3) — Or3 — —0r3 donc Or3 E E_; 
Soit x, EE_etx, € E_;,0on a u(x;) = —x, et u(x>) = —x;, alors pour tout À,,4, E Rona 
Us + 22) = AuGc) + AuGo) = Lx) + Lx) = —-(ix + 2%) 
Donc 
AX + bXx EE; 
Et E_, est un sous-espace vectoriel de R 
Autre méthode : 
E_, = ker(u + id) donc E_, est un sous-espace vectoriel de R$. 
X1 
On pose X+ = (x) les coordonnées de c dans la base canonique 
X3 
—10 3 15\/X X1 — 10%; + 3x2 + 15%x3 = —Xx: 
u(c)=-ce AX,=-X.S | —2 0 3 }(:) = -(<) e| —2X1 + 3X3 = —X2 
—6 2 9 X3 X3 —6X: + 2%) + 9x3 — —X3 
—9x: + 3x2 + 15x3 = 0 —3Xx:1 + X2 + 5x3 = 0 Sn 6 +0 0 
Si —2X + +3x% =0 Si-2x% FX +3x:=-0e ou y te eû 
—6x1 + 2x2 + 10x3 = 0 (3x + x, + 5x3 = 0 TO du 
L: ES 
L; = L: X1 = 2X3 — 0 X1 — 2X3 X1 — 2X3 
x—= (2%, x) = (02,11) 
On prend c = (2,1,1) et on a E_; = Vect(c) 


6. 
3a+2y =0 a=0 
aa + Bb + yc = Or © àa(3,0,2) + B(0,1,0) + y(2,1,1) = (0,0,0) = B+y=0 &« j = 0 
2a+y=0 y =0 
(a, b, c) est une famille libre dans un espace vectoriel de dimension 3, c’est une base de R$. 
a 
u(a) = Or3,u(b) = a,u(c) = —-c 
Donc 
0 1 O0 
A! = ( 0 O0 | 
0 0 —1 
A' = PAP 
Où 


3 0 2 
P=10 1 1 
2 O0 1 
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Allez à : Exercice 46 


Applications linéaires, matrices, déterminants 


Correction exercice 47. 
1 1 2 —1 


1 -1 -2 2 DC 
1. det(a,b, c,d) = RE Le —1 —1 2 | en développant par rapport à la dernière 
0 O0 1 0 TN 
ligne. Puis det(e;,e;,e3, es) = — |? 1 — —1, de nouveau en développant par rapport à la dernière 
ligne. Ce déterminant est non nul donc (e;, ez, es, e,) est une base de R*. 
2, 
—6 —3 0 6 1 —3 
à [6 3 O0 -6|1[-1| _1|3 
Les coordonnées de f (a) dans la base £ sont : o D -2 3 o lo 
0 0 O0 oO () 0 
f(a) = —3e; + 3e: = —3(e1 — e>) = —-3a 
—6 —3 0 6 1 —3 
à 6 3 O0 —-6|\[-1| | 3 
Les coordonnées de f(b) dans la base £ sont : 0 D -3 2 dits 
0 0 O0 oO 0 0 
f(b) = —3e; + 3e, + 3e3 = —3(e, — e> — e3) = —3b 
—6 —3 0 6 2 0 
à 6 3 O0 —-6|1[-2\ 1/0 
Les coordonnées de f(c) dans la base f sont : 0 D -3 2 r = 
0 0 O0 oO 1 0 
—6 —3 0 6 —1 0 
a [6 3 O0 —6 2 | _|[0 
Les coordonnées de f(d) dans la base £ sont : 0 — = to 
0 0 O0 oO 0 0 
—3 0 O0 0 
_|[ 0 —-3 0 0 
0 0 O0 0 
Allez à : Exercice 47 
Correction exercice 48. 
—1 1 -2 2 —1 1 —1 2 
[1 -2 3 -1]_|1 —-2 1 —- 7 
1. det(a, b,c,d) = ü 41 1 l=|6 4 or® additionnant , C3 + C 
—1 1 —1 1 —1 1 0 1 


Puis en développant par rapport à la troisième ligne : 
CG CO Ga Ci C CG+QG 


—1 —1 2 —1 —1 1 
det(a, b, c,d) = —(—-1) 1  ” _ ; : î 
—1 O0 1 —1 0 0 


Donc (a, b, c, d) est une base de R*. 
—1 1 —-2 2 

L = 3 

O0 —1 1 0 
—1 1 —1 1 
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=1+0 


Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Li (Xi + Xo — 2X3 + 2X4 = Xi 


x=pr'epr=xel Xi — 2X5 + 3X3 — X4 = Xo 


La xs + x = 
La Lx + xs — 2x3 + x4 = Xx4 
É —X1 + X2 — 2X3 + 2X4 = Xi 
Lo + Li —X2 + X3 + X4 = Xi + X 
L3 —x, + X3 = 
La + L2 —X; + 2%; = X2 + Xa4 
É —X1 + X2 — 2X3 + 2X4 = X1 
2 L; —X2 + X3 + Xa = Xi + X 
L3 — L, —X4 = —X1 — Xo + X3 
La — L: Xa — Xa = Xi + X4 
L; donne x4 = X1 + X2 — X3 
L, donne x3 = —x3 + X4 + X4 = Xo — Xa + X4 
L, donne x5 = x3 + X4 — X1 — Xo = X2 — Xa + Xa + Xa + Xo — Xa — Xi — X2 = Xo — 2X3 + Xa 
L; donne 


Xi = Xo — 2X3 + 2X4 — Xn = Xo — 2X3 + Xa — 2(X2 — Xa + Xa) + 2x1 + X2 — X3) — Xi 
= Xi + Xo — 2X3 — X4 


1 1 —2 —1 

Fa Fe 1 _|[0 1 —2 1 
D'où l’on déduit que P7" = ES 
1 1 —-1 0 


—3 —2 3 0 

3. Les coordonnées de u(a) dans la base (e:,e2, e3,e4) sont : Re Le 
Donc u(a) = e; — e; + e4 = —(e; + e2 — e,) = —a 

Les coordonnées de u(b) dans la base (e:, e>, ez, 4) sont : 


Donc u(b) = —2e, + 3e; +e3 -2e,=a—b 


Les coordonnées de u(c) dans la base (e:, e>, ez, e4) sont : 
Donc u(c) = 3e, — 5e, — 2e + 2e, = b—c 
—3 —2 3 0 
; 3 1 —3 — 
Les coordonnées de u(d) dans la base (e,, 62, e3, e4) sont : 


Donc u(d) = —-4e;, + 4e; +e; —-2e, =c-d 


4. 
1 1 0 0 
SON eh He © 
EL Oheage et 
0 O0 O0 —1 


Autre méthode 
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Applications linéaires, matrices, déterminants 


1. 


1 
T = P-1AP = (P-1A)P = - 
1 
_1 0 0 2 
_fo o 1 0 
1 O0 0 
_1 -1 1 0 
0 1 0 0 
_{fo 0 1 0 … 
N=T 5 9 0 1rdnN= 
0 0 0 0 
0 0 1 0\/0 0 
,_[o o o 1l/o o 
ESS 6 0 0 No 0 
o o o o/ \o 0 


© OR © 


0 
0 
0 
0 


S 0 O0OoRoo 


© © © © 


© © © © 


OO OO 


© OR © 


© © © © 


Pascal Lainé 

3 0 —1 1 —2 2 

—3 —1 1 —2 3 —-1 

—1 —1 O0 —1 1 0 

2 —1 —1 1 —1 1 
—1 1 0 0 
O0 —1 1 0 
0 O0 —1 1 
0 0 O0 —1 
0 0 0 1 0 
0 _ 0 0 0 1 
1 0 0 0 0 
0 0 0 0 0 


Comme 4 = P-ÎTP, A +1 = PTP-1 + PIP-1 = P(T +1)P-1 = PNP-1 
Donc (A + 1)*= PNP-IPNP-IPNP-IPNP "1 = PN#P 1 = POP 1 = O, la matrice nulle. 


Allez à : Exercice 48 


Correction exercice 49. 


Li 
L 
aa + Bb + yc + ôd = Os © j° 
3 
L4 
a =0 
F9 
?}6=0 
B=0 


—24a +2y+30 —0 
—a + f = 0 
— a +y+8=0 


op hy +200 


L: —24 +27y+30=0 
22 26-27-36 =0 
2L3 —L: —ô =0 
2La — Lo —28 +ô=0 


Il s’agit d’une famille libre à 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est une base de R“. 


Les coordonnées de u(a) dans B so 
—7 
0 
—3 
—6 


AX, 


Donc u(a) = 2a 


nt 
6 


D © NN 


Les coordonnées de u(b) dans B sont 


—7 
_| 0 
AX, = _3 
—6 
Donc u(b) = 2b 
Les coordonnées de u(c) dans B sont 
—7 6 
_| 0 2 
AX, = La 3 
—6 3 


Donc u(c) = —c 


OS ND © © 


D © D OS 


OS DOG 


01 © © © 


OS ND © 


01 © © © 


01 © © © 


R BR © N 


N © N © 


25 
| 2 
1 
0 
1 
1 
2 
0 
= — 1 = Xe 
1 


Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Les coordonnées de u(c) dans B sont 


—7 6 6 6\ /3 —3 3 
0 2 0 01|[0 0 0 
a a Se late da al Te 
—6 3 6 5/ \2 —2 2 
Donc u(d) = —-d 
3. 
u(a) u(b) u(c) u(d) 
2 O0 O0 0\ 4 
D=Maty(u)= [0 2 0 o |? 
0 O0 —1 0 © 
0 o o 1/4 
4. 
7% 19 23 
—1 1 0 0 
0 Le 
—1 1 1 2 
5. 
Li f=2% + 2X3 + 3X4 = y: 
2] Xi + X2 = Y2 
FRA —X1 + X3 + X4 = V3 
La L—Xs — X2 + X3 + 2X4 = V4 
L; 2 + 2X3 + 3X4 = y 
2L, —L; 2X3 — 2X3 — 3X4 = —Y1 +2 
2L3 — Li —X4 = V1 + 2y3 
2L4 — L; —2%; + Xa = —Y1 + 2ÿ4 
D’après L; 
X4 = V1 — 23 
Ce que l’on remplace dans L, 
—2X2 + Ya — 2V3 = —V1 + 2Ya © —2X2 = —2V1 + 2V3 + 2Ya © X2 = Ya — V3 — Ya 
On remplace ces deux résultats dans L; 
201 — V3 — V4) — 2X3 — 3091 — 2y3) = —71 +272 © —2X3 = 2y2 — 4y3 + 2Y4 
& X3 = —Y2 + 2Y3 — Ya 
Et enfin on remet le tout dans L: 
— 2% + 2(—y2 + 2y3 — V4) + 301 — 273) = V1 © 2x1 = —2y1 + 2V2 + 2Y3 + 2Y4 
PA = Jr Ya: ya 
Donc 
A1 Yi V2 Ye ya X] 1 —1 —1 —1\ /y1 
X2 — V1 — Y3 — Ya X2 | 11 O0 —1 —-1||72 
X3 = —Y2 + 2V3 — Ya X3 | |0O —1 2 —-1}|73 
X4 = V1 — 2Y3 X4 1 0 —2 07/ \a 
Donc 
1 —1 —1 —-1 
1 [1 O0 —1 —-1 
Mi O0 —1 2 —1 
1 0 —2 0 
6. 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


—7 6 6 6\ /-2 0 2 3 L À 1 A\ f-4 0  =2 +5 
an pi1l 0 2 0 OÙf—-1 1 0 0! 1 O0 —1 —-1|\[-2 2 0 o 
UN d: 3 3 2 311 O0 1 1} 10 -1 2 -1}|-2 0 -1 -1 
—6 3 6 5/ \-1 -1 1 2 L OO =2 DA Nr 7 ET 5 

2 O0 oO 0 

_[0 2 0 ( 

To 0 —1 0 

0 O0 O0  —1 


Allez à : Exercice 49 


Correction exercice 50. 
1. c = u(b) = u(e;) = e; + e>, voir la matrice. 


L QT. AX FL 1 
; 1 0 —-1 1|[1 1 
Les coordonnées de d = u(c) dans la base B m ( Li ol li 
0 1 —1 0/ \0 1 
1011 [11 
det(a, b,c,d) = = 11 0 1 
1 0 O0 1 1 0 0 
0 0 0 1 
En développant par rapport à la quatrième colonne. 
1 1 1 Ru 
det(a,b,c,d)=|1 0 1 = |, 11=1#0 
1 0 0 
En développant par rapport à la troisième ligne. 
Donc (a, b, c, d) est une base de R*. 
LT + À T 
1 0 1 1 
Fe rot 
0 0 0 1 
Xi + X2 + X3 FX = Xi 
: , Xi + X3 + X4 = Xo 
X=PX'SePx'=Xe , | 
Xa + Xa = X3 
= 
X2 = Xa — Xi — X3 — Ka = An — (X3 — X4) — (x2 — X3) — Xa X1 = X3 — Xa 
_ RC _ a 
X1 = X3 — X4 = X3 — X4 X3 = X2 — X3 
RE = 
0 O0 1 —1 
1 [1 —1 0 0 
Donc PT — 0 1 —-1 0 
0 0 0 1 
1 0 —1 1\/1 0 
à 1 0 —1 1|[1 0 
3. Les coordonnées de u(a) dans la base ff sont o 1 -1 1/11" lo 
0 1 —1 0/ \0 0 


Donc u(a) = O4 
u(b) = c, on a aussi u(b) = e; + e, c’est donné par la deuxième colonne de la matrice, on en aura 


besoin plus tard. 
u(c) = u(u(b)) =ÿ?(b) = d, 
u(d) = u(u2(b)) = u?(u(b))) = u2(e; + e,) = u(u(e) + u(e:)) = u(es + e + e3 + es) 
= u(e,) + u(e,) + u(e:) + u(es) = e, = a 
Il suffit de faire la somme des quatre colonnes pour trouver les coordonnées de u(d) dans la base £. 
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Applications linéaires, matrices, déterminants 


4. 


Ne= 


© © OO 
© © OORO©OO 


Nr 


OO © OMR OO 


0 


Fa 


Z 
Il 
ITS 


© © © © 


OO © ODOOOoR 


© R © © 


© © ODOoOCOCOCO 


PR OOCOoORO©OO© 


R © © © 


che, 


OO O©OhrkR O©O©O© 


0 


OO © OOOOOoR 


© © ODOTOOO 


0 
Or À = PNP"1 donc A* = (PNP-1)* = PNP-IPNP-1PNP IPNP 1 =PN#P 1=0 


OO © OOROO©O 


OO © OOOOR 


© 


Pascal Lainé 


© © © © OO 


0 


6. Soit x E R°, il s’exprime sous la forme x = x{a + x2b + x3c + xid dans la base B'? 


x € ker(u) & u(x) = Op = NX'=0S 


0 O0 
0 O0 
0 1 
0 O0 


0 
0 
0 
1 


1 
0 
0 
0 


Xi 
X2 
X3 


Xa 


Donc x = x; a, ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur a. 


0 X4 0 
0 0 | fo 
0 \x | lo 
0 X: 0 


7. Im(u) = Vect(u(a),u(b),u(c),u(d)) = Vect(On4, c, d,a) = Vect(a,c,d) 
(a, c,d) est une famille (car (a, b, c, d) est libre) et génératrice de /m(u), c’est une base de Im(u). 


Allez à : Exercice 50 


Correction exercice 51. 


1. 


Soit x = (X1,X2,X2, X4) € ker(u) 


De. 0 0 
1) es de 0m) 0 
= = 0 ni. 
x = (0,0, x4,x4) = x4(0,0,1,1) 
On pose a = (0,0,1,1) 
On cherche les vecteurs x = (x, X2, X3, X1) tels que a = u(x) 
—1 —-1 0 O\/x 0 —X1 — X2 = 0 
0 0 0 O0! Xx2 (0) 0=0 
u(x)=ae AX=Xe > po 1 1e l"l1le nn = 
—1 0 0 0/ \x4 1 —X1 = 1 
X1 = —1 
s X2 = 1 
Xa = 1+%3 
On prend un x; quelconque, x; = 0 par exemple 
On pose b = (—1,1,0,1) 
Première méthode 
En regardant la matrice, il est clair que u(ez) = —e:, donc c = e; convient 
Deuxième méthode 
On cherche les vecteurs x = (x, X2, X3, X4) tels que u(x) = —x 
Xi — X2 — —X 
0 = —x; x2 = 0 
u(x)=-xe = X4 = 0 
 . X4 = 2X; 


x = (0,0, x3, 0) = x23(0,0,1,0) = x3e3 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


4. 


ER NE 0 O0 —1 [0 O0 —1 
det(a, b,c,d) = =—(—-1)|1 1 0!=11 1 0 
RS CES 1 O 1 1 O 1 
1 1 0 1 
En développant par rapport à la première ligne 
0 —1 0 0 
0 1 O0 —-1 1 1 
det(a, b,c,d) = 1 0 À 0 =-|, 0 =1#0 
1 1 0 1 
En développant par rapport à la première ligne 
Par conséquent B' est une base de R*. 
Les coordonnées de u(d) dans la base B sont 
—1 —1 0 0\/-1 1 0 —1 
0 0 O0 0 0 0 0 0 
eo en eo Le NE Mol re 
—1 0 O0 0/ \-1 1 0 —1 
Donc 
u(d) =c—-d 
On en déduit que 
0 1 0 0 
0 0 0 0 
Po 
0 0 0 —1 


Le rang de À est le même que celui de T, la matrice T a trois colonnes libres, (les seconde, troisième et 
quatrième) donc son rang est 3, donc le rang de À est 3. 


Les coordonnées de u(f) dans la base B sont 


—1 —1 0 0 2 —1 
Lt 0 0 O0 O0\f[-1|\ [0 
ES or et le 
—1 0 0 0 1 —2 
Donc u(f) = —e; — 2e; — 2e, 
Les coordonnées de u2(f) dans la base B sont 
—1 —-1 0 0 —1 1 
>, to 0 o olfo | fo 
Fr ls Rae le 
—1 0 0 0 —2 1 
Donc u?(f) = e; + 2e3 +es 
Les coordonnées de u*(f) dans la base B sont 
—1 —1 0 O0 1 —1 
0 0 0 0 0 0 
A°X, = A(A?X;) = lle = A(AX;) = us 
—1 0 0 0 1 —1 
Donc u°(f) = —2e, — 4e; — 2e, 
oo nl de 
det(f,u(fru/(u(p)= | à 3l=|-2 -2 -3 
Rs ess 


En développant par rapport à la deuxième ligne, puis en remplaçant la deuxième colonne par elle-même 
plus la première colonne et la troisième par elle-même moinss la première colonne 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


—1 0 0 4 
det(fuGu(yu()=|-2 -4 -11=-Î7 7 |[=5#0 
—2 —1 1 


Donc (f,u(f},u?(f},u(f)) est une base de R* 


Les coordonnées de u*(f) dans la base B sont 
—1 —1 0 O0 —1 1 
a to o o olf ol fol. 
FE Qu til la —3 
—1 0 0 0 —1 1 
Ce qui montre que u*(f) = —2u°(f) — u2(f) 


uG) 0) 0) 0 


(=) 
H DO HR 


0 0 0 O0 f 
amd 0 0 u(f) 
7 lo 1 0 -1}] u?(f) 
0 O0 1 -2/ u(f) 


10. Soit Q la matrice de passage de £ à B” 
C=Q 'AQ S A=QCQ" 
D’autre part À = PTP”1 
Donc 
PTP-1 = QCQ 
Ce qui entraine que 
T = P7*QCQ "P = (Q7"P) *C(Q"*P) 
Soit R = Q71P 


Allez à : Exercice 51 


Correction exercice 52. 
1. Soit x = (x1,X2,X2, X4) E ker(u) 


3 —1 1 —3\ /% 0 3X1 — X2 + X3 — 3x4 = 0 
1 1 —1 —-1 X 0 Xi + X2 — X3 — Xa = 0 
u(x) € ker(u) & . |. |S è 0 
1 O0 O0 —1 X4 0 X1 —Xa = 0 
3X1 — X2 + X3 — 3x4 = 0 —X2 + X3 = 0 
e XX X3— XX 0 X1 — Xa = 0 =. 
X2 — X3 X2 — X3 X2 — X3 
X1 — X4 X1 — X4 


Donc x = (x4,X3,X3,X4) = X3(0,1,1,0) + x,(1,0,0,1) 
On pose a = (0,1,1,0) et b = (1,0,0,1), c’est deux vecteurs engendrent ker(u) et ils ne sont 
proportionnels, ils forment une famille libre et génératrice de ker(u), c’est une base. 

2. Soit x = (x1,%2, Xa, X4) € En 


3 —1 1 —3\ /x X 3% — X2 + X3 — 3X4 = X: 
1 1 —1 —1 || 2x2 X2 X1 + X2 — X3 — Xa = X2 
ORNE 6 Near X2 — X3 = X3 
1 0 O0 —1/ \X X4 X1 — X4 — X4 
2X1 — X2 + X3 — 3X4 = 0 4x4 — 2X3 + X3 — 3X4 = 0 X3 — Xa = 0 
= Xi — X3 — Xa = 0 = 2X4 — X3 — Xa4 = 0 —X3 — X4 = 0 
X2 — 2X3 = 0 Xo = 2X3 Xo = 2X3 
X1 — 2X4 = 0 X1 = 2X4 X1 = 2X4 
X1 = 2X4 
S {X2 = 2X4 
X3 = Xà 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


Donc x = (2x4, 2X4, X4, X4) = X4 = (2,2,1,1) par conséquent si on pose c = (2,2,1,1) on a E; = 
vect(c) 
3. La matrice de ker((u — id)?)dans la base B est (A — 1)? 


2 —1 1 —3 2 —1 1 —3 0 —1 1 1 

_ ASIE ® € = 1 O0 —1 —-1| 1 —2 3 —1 

(4 = 1 —2 0 0 1 —2 O0) |\1 —-2 3 —1 

1 0 0 —2 1 O0 O0 —2 0 —1 1 1 

Donc 

0 —1 1 1 X1 0 
_ _— 1 -2 3 -1|[x | [o 
X = (X1,X2, X3, X1) € ker((u — id)*) = 19 à + Ile 
0 —1 1 1 X4 0 


—X2 + X3 + X4 = 0 
Xi — 2X2 + 3X3 — X4 = 0 Re ue ren. + X4 
X1 — 2X2 + 3X3 — X4 = 0 —X2 + X3 + X4 = 0 X2 = X3 + X4 
—X2 + X3 + X4 = 0 
” = 2X3 + 2X4 — 3X3 + X4 = —X3 + 3X4 
es 
X2 = X3 + X4 


Donc 
X = (—Xx3 + 3X4, Xa + Xa, Xa, Xa) = X3(—1,1,1,0) + x,(3,1,0,1) 
Le tout est de ne pas prendre x3 = x, sinon on retombe un vecteur proportionnel à (2,2,1,1) on prend 
n’importe que quoi d’autre par exemple x; = 1 et x4 = 0 
Ensuite on regarde les coordonnées de d = (—1,1,1,0) dans la base canonique 


soit AXy 
3 —1 1 —3\ /-1 —3 2 —1 
[1 1 —1 -1 L'hPetl. 2 1 | 
Aka =|g 1 1 0 1} |o THE ES SE 
1 O0 0 —1 0 —1 1 () 
4. 
1 0 2 —1 
_1[0 1 2 1 
det(a, b, c,d) = dd 1 
1 0 1 0 
En soustrayant la quatrième colonne avec la seconde 
012 0 1 2h 2 
det(a,be,& = ls : LS | 1 1] =-| =1#0 
1 0 1 0 
Donc (a, b, c, d) est une base de R“. 
d 
0 0 0 0 
_[0 0 0 0 
T= 0 0 1 1 
0 0 0 1 


Allez à : Exercice 52 


Correction exercice 53. 
1. 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


2 —1 0 1 X1 0 
X 
X = (x, X2, X2, X4) € ker(u) & u(x) = 0m S AX=0S | ; s - . = : 
—3 1 O0 —2 X4 0 
2X3 —X2 + X4 = 0 2X1 —X2 +Xa = 0 —2X4 — X3 + Xa = 0 
X1 +Xa = 0 Xi — —X4 Xi — —X4 
X3 = 0 5 X3 = 0 -| X3 = 0 
—3x1 + X2 — 2X4 = 0 —3%X1 + X2 — 2X4 = 0 3X4 + X2 — 2X4 = 0 
X2 — —X4 
Xi — —X4 
NS X3 = 0 
X2 — —X4 


X = (Xi, X2, X3, Xa) = (—Xa, —X4, 0, X4) = X4(—1, —1,0,1) 
a = (—1,—1,0,1) engendre ker(u). 
2, u(Or4) = Op4 = A0R4, donc O4 € Ej 
Soient x et y deux vecteurs de E}, on a u(x) = Ax et f(y) = Ày 
Par conséquent 
u(ax + By) = au(x) + Bu(y) = «2x + Bay = A(ax + By) 
Ce qui montre que ax + fy € E; 
E} est un sous-espace vectoriel de R#. 


de 
2 =i- 0 TN x 
X X 
x =(xX,X2,X:,X1) EE Su(x)=-xSAX=-Xe : : : : . he ; 
—3 1 O0 —2 X4 X4 
a PEN ER nt 
X1 + X4 = —X2 X1 + X2 + X4 = 0 
na = D (—=2 X1 + X2 + X4 = 0 
X3 — —X3 2x3 = 0 
—3X1 + Xo — 2X4 = —X4 —3X1 + X2 — X4 = 0 En 
L; + L: 4x: + 2X4 =0 X4 = —2X: S Ë + 2% 
X3 = 0 X3 = 0 X3 = 0 


X = (Xi, X2, Xa, Xa) = (X1, X1, 0, —2%:) = x:1(1,1,0, —2) 
b = (1,1,0, —2) engendre E_:. 


2 —1 0 1 X1 X1 
X X 
x=(,%;,%,%) Em SuR=rxsSAX=XS ; x : | . = se 
—3 1 O0 —2 X4 X4 
2X3 — Xo + Xa = X: X1 —X2 +Xa = 0 
X1 + Xa = X2 X1 —X2 +Xa = 0 pe X1 — X2 +Xa = 0 
ie X3 — X3 je 0 — nes —3Xx1 + X2 — 3x4 = 0 
—3X1 + Xo — 2X4 = X4 —3X1 + X2 — 3x4 = 0 
= Li fie +x4 = 0 Fe an 
L; + 3L; —2X2 = 0 X2 = 0 


X = (X1, X2, Xa, Xa) = (—Xx4,0,X3,X4) = Xx3(0,0,1,0) + x4(—1,0,0,1) 
On pose c = (0,0,1,0) et d = (—1,0,0,1), (c, d) engendrent E;, de plus ils ne sont pas proportionnels, 
donc ils forment une famille libre, c’est une base de E:. 
4. Première méthode 


2 OS RE 
d _|-1 1 0 0. re 
d, 22 «0: 1 RE 


En développant par rapport à la troisième colonne 
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Lil-1 1 —1] Lit+tl3|[0 —-1 0 
det(a,b,c,d)=L2l-1 1 O|= L; |-1 1 0 = 5 ]=-1#0 
L311 —2 1 L; L. =2, À 
En développant par rapport à la troisième colonne 
Donc (a, b, c, d) est une base de R“. 
Deuxième méthode 
—a+f—-5—=0 —a+f—-5=0 —ô = 0 ô=0 
aa + Bb + yc + 5d = Op  : Se ue es s ue 
a—26f+8—=0 a—26f+8=0 —f+8=0 B=0 


(a, b, c, d) est une famille libre à 4 vecteurs dans un espace vectoriel de dimension 4, c’est une base. 


5. D’après les questions précédentes on a 
u(a) = Opa; U(b) = —-b;u(c) =c etu(d) = d 
Donc 
u(a) u(b) u(c) u(d) 
0 0 0 O\a 
Matg:(u) = | 0 1 0 0 |b 
0 0 1 0 JC 
0 0 0 1/d 
Allez à : Exercice 53 
Correction exercice 54. 
1. 
C C C3 Cr C C> C3 — C Ca + C 
1 0 1 —1 1 0 0 0 Li12 1 3 
det(a;,a>,a3,c)=| 2 1 3 —1|[=|2 1 —1 11=b13 1 5 
3 1 5 —1 3 1 —2 2 L31-2 0 —3 
—2 0 —3 O0 —2 O0 1 —2 
Li à À 3 
=Ll2-ll1 0 2 =-|1, [= 
1 3 0 
1 0 1 —1 
_f 2 1 3 —-1 
nn 3 1 5 —1 
—2 0 —3 O0 
—1 2 —-2 —2 1 1 
: 2 3 —2 —2 2 |__| 2 
2. Les coordonnées de u(a;) dans la base f sont _2 2 1 2 à J=| 
0 O0 0 1 —2 —2 
Donc u(a;) = e; + 2e; + 3e: — 2e, = a 
—1 2 —-2 —2 0 0 
: 2 3 —2 —2 11 _f1 
Les coordonnées de u(a,) dans la base f sont _2 2 1 -2 dede 
0 O0 0 1 0 0 
Donc u(a;) = e; + e3 = &> 
—1 2 —-2 —2 1 1 
: 2 3 —2 —2 3 |__| 3 
Les coordonnées de u(a;) dans la base f sont 2 2 _1 —2 s ls 
0 O0 0 1 —3 —3 


Donc u(a;) = e; + 3e, + 5e; — 3e, = a 
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—1 2 —-2 —2 —1 1 
; —2 3 —2 —2 —1 1 
Les coordonnées de u(c) dans la base f sont no _ 1 
0 O0 0 1 0 0 
Donc u(c) = e; + e2 + e3 = —C 
1 0 0 O0 
_[0 1 0 0 
> 0 0 1 0 
0 0 0 —1 


3. u(a)=a €EF,u(a;) = a, E Fetu(az:) = a3 € F,(a:,@>, a) est une base de F donc pour tout x € 
F,u(x)erF. 
Pour tout x € F,v(x) = u(x) € F, et v est linéaire donc v est un endomorphisme de F. 
u(a;) u(a;) u(a) 


1 0 ON + 
Mat(a:,a,a3) (Ÿ) — ( 1 ) d> 
0 0 1/ 43 
4. (a, a, a;) est une base de F, (c) est une base de Vect(c), et (a, &, a, c) est une base de R*, donc 
R* = F @ Vect(c) 
5. Par définition de la somme directe, pour tout x € R* il existe un unique f € F et un unique g € 
Vect(c) tel que x = f + g. 
u(x) = u(f + g) = u(f) +u(g)= f — 9 
Allez à : Exercice 54 


Correction exercice 55. 
1. 


0-2 % 2ùÿ 
= con ce eu 
> : EL E A E il E 7 


= (—10 — 1)[-2(7 — 2) — 14] — 5[-—3(7 — 2) + 24] + 6(—21 — 124) 
= (—10 — À)(42 — 74 — 14) — 5(3 + 31) — 126 — 721 
—1042 + 702 + 140 — 45 + 742 + 144 — 15 — 151 — 126 — 721 
= —}8 —-322-31-1--(1+1) 

Si À = —1 alors À — AI = À + I n’est pas inversible. 

X1 
Soit x = (X3,X2, X3) et X = () ses coordonnées dans la base canonique. 

X3 


—9 —3 —-12\ /X 0 
x E ker(u+id) SX Eker(A+I)S (A+DX=08{|5 1 7 X2 |=|0 
6 2 8 X3 
—9Xx, — 3x; — 12x; = 0 3X1 + X2 + 4x3 = 0 
4x3 = 0 
| 5x1 + Xo + 7x3 = 0 Nu 7 


6x1 + 2X2 + 8x3 = 0 3x1 + X2 + 4x3 = 0 L 5X1 + X2 + 7x3 = 0 
9 
=  - on. —3%3 + %2 + 4% = 0 
L; — L; 2X1 + 3x3 = 0 X1 = —-X3 3 
2 MR 
X2 = 5 X3 
œ 3 
AT SE 


Donc x = (—Sxs sx xs) — C1 
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—3 
Donc ker(A + 1) est la droite vectorielle engendrée par le vecteur colonne | 1 } 
7 
2. (u +1d)(a) = 03 & u(a) + a = 08 © u(a) = —-a 


—3 X1 
3. Sion pose X, = | 1 | ét X5, = (x) où X, sont les coordonnées de b dans la base canonique alors 
2 X3 


—9 —3 —12\ /X —3 
AO) = ab & Ah = Ka = © (A4 D = Ka © | 1 7 J)-C) 


6 2 8 X3 2 


L: L + X2 + 4x3 — 1 


9% — 3% — 12% = 3 3x1 + Xx2 + 4X3 = 1 
>| 5X1 + X2 + 7x3 = 1 puits 


6x1 + 2Xx2 + 8x3 = 2 3x1 + X2 + 4x3 = 1 L; 5X1 + X2 + 7x3 = 1 
9 
= M Ho no —J%3tXt4x= 1 
L; — L; 2x, +3x3 = 0 X = ——X à 
2 
X2 = -X3 +1 
2 
© 3 
X1 2 3 


Si on prend Xx3 = 0 on a pour solution b = (0,1,0). 


0 X1 
Si on pose À} — (1) ex, — (x) où X, sont les coordonnées de c dans la base canonique alors 


0 X3 
—9 —3 —12\ /X 0 
u(c)=b-ces AX.=X,-X.S (A+IDX=X,e | 5 1 7 X2]=|1 
6 2 8 X3 0 
—9x, — 3x, — 12x3 = 0 3x1 + X2 + 4x3 = 0 L 3x1 + %2 + 4x3 = 0 
6x1 + 2x2 + 8x3 = 0 SX xs Ft = 0 no, Ar 
9 5 
3x + Xo + 4%3 = 0 3x1 + x2 + 4x3 = 0 5% +5+%2+4%x = 0 
8 LL | 2x1 +3x%=1 © 7 2. 
1 3 X = —5X3+> 
2 2 X1= —>X3 + 
L n 
1 3 
X2 = 5SX3 — 75 
2 2 
ss si 
Xi = 7 *3 | 
Si on prend x3 = 1 on a pour solution c = (—1,—1,1). 
—3 O0 —1 _3 2 
4. det(a,b,c)=|1 1 —1|= | = —1 # 0 donc (a,b,c) est une base de RÉ. 
2 1 
2 O0 1 
—1 1 0 
5. T=| 0 —1 1 
0 O0 —1 
0 1 0 
6. (T+1)=|0 O0 1 |,par de simple calculs on trouve que (T +1)? = O. 
0 0 0 
(A+ 1) = (PTP E + PIP TS = (PCT +DP *) =P(T + PDP =0 
7. (A+ & A +34+3A+1=0e A(-3A7? -3A-—31)=1 


Donc A7! = —342 — 3A — 3] 


Allez à : Exercice 55 


Correction exercice 56. 
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1. 
f(e1) fe) fe) 
2 


0 = 
À = 

É —5 1) 2 

 —: GIE 


2. Soient x € E1, (f — idm3)(x) = Ops © f(x) — x = Ops © f(x) = x 
f(Or3) = Or3 = Op € Er 
Soient x, x’ deux vecteurs de E; donc f(x) = x et f(x’) = x’, soient À, À’ deux réels 
fQAx + L'x') = f(x) + 4'f(x) = Ax + 2'x' 
Cela entraine que Àx + 4'x' € E;, par conséquent E, est un sous-espace vectoriel de R°. 
Soient x € N_:, (f? + idrs3)(x) = Ops & f2(x) +x = Ops & f2(x) = —-x 
f(Or3) = ps > f*(0r3) = f(Or3) = Ops = —0p3 > Os EN: 
Soient x, x’ deux vecteurs de N_, donc f?(x) = —x et f?(x') = —x", soient À, 2’ deux réels 
f?Qx +2'x) = 1f2(x) +2'f7(x7) = A2) + 4'(-x) = —-(Ax + 2x) 
Cela entraine que Àx + 4'x' € N_;, par conséquentN_, est un sous-espace vectoriel de RŸ. 
Remarque : 
On peut aller plus vite en remarquant que f + idñs est une application linéaire et en invoquant le fait 
que le noyau d’une application linéaire un sous-espace vectoriel de R°. Et puis pareil pour f ? + idps. 


0 2 —1\/X X1 2X3 — X3 = X1 
xeEE, & f(x) UE —5 4 IPRORESST = X2 
3 —8 6 X3 X3 3x1 — 8X2 + 6%x3 = X3 
—X1 +2X2 — X3 = 0 
= fs — 6X + 4x3 = 0 
3x1 — 8x2 + 5x3 = 0 
Maintenant on peut appliquer la méthode du pivot de Gauss (à l’étape d’avant ce n’était pas possible). 
Li (—X1 +2%X2 — x3 = 0 Li (—X1 +2X2 —X3 = 0 L: —X1 + 2X2 — X3 = 0 
se La — on + =0 6 Lan a =0es LL +lL —X2 + X3 = 0 
L3\3x1 — 8x2 + 5x3 = 0 L3(3x -8x: +5x3 =0 L3+3L,U —2x, +2x3 = 0 
—X1 + 2X2 — X3 = 0 X1 = X3 
—X2 + X3 = 0 che 
x = (X3,X3, X3) = x3(1,1,1) 
E, est la droite vectoriel engendrée par le vecteur a = (1,1,1),E; = Vect(a). 
xEE e f(x) =-xe AX = -X 


0.2, =1\ 7/0: 2 =T L- = 2 
#-(2 —5 : )(2 —5 :)-( —3 j 
3 —8 6 3 —8 6 22, À 
4 =2 2\ /X X X1 — 2X2 + 2X3 = —X 2X1 — 2X2 + 2Xx3 = 0 
É —3 2)(n2) = (52) e fes a + 26,22 à lou 22 + 26 = 0 
2 —2 1/ \x X3 2X3 — 2X2 + X3 = —X3 2X3 — 2X2 + 2x3 = 0 
S X1—X2 +X3 =0S x = X2 — X3 


X = (x — X3,X2,X3) = X2(1,1,0) + x3(—1,0,1) 
On cherche un vecteur de N_;, prenons x, = 1 et x3 = 0 : b = (1,1,0) = e; +e; 


f(b) = fe; + e2) = f(e1) + f(e2) = 2e, + 3e3 + 2e, — Se, — 8e; = 2e, — 3e, — 5e; 
Il faut vérifier que ce vecteur est bien dans N_3, X1 — X2 + x3 = 2— 3 + (—5) = 0, c’est bon, f(b) € 
N_, ensuite il faut montrer que (b,f()) est une base de N_,. dim(N_.) < 3 or (b, f)) est une 
famille libre (car b et f(b) ne sont pas proportionnels) dans un espace de dimension inférieur ou égale à 
2, cela entraine à la fois que dim(N_;) > 2, qu’alors dim(N_;,) = 2 et que (b,f()) est une base de cet 
espace. 
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Il y a plusieurs méthode possible, la plus basique est de montrer que (a, b, f (b)) est une base de R°, on 
passe, c’est trop facile. Deuxième méthode, soit x € E; N N_:, 
xEE = f(x)=x= f(FGx)) = f(x) =xetxenN_., & f?(x) = —-x, cela entraine que 
—x=xe x = 0ns, autrement dit E1 N N_1 = {0r3} 
Comme dim(£;) + dim(N_;,) = 1+2 = 3 = dim(R*), on en déduit que E, @ N_;, = R*. 
Remarque : 
Sans rien faire de plus on peut en déduire que B” est une base. 
4. Il faut d’abord calculer f (a), f (b) et f(F@)) dans la base (a, b,f(b)) 
f(a) = a car a € E1. 
fG) = f(b) çà c’est sûr !'et f(F(b)) = f?(b) = —b 
On en déduit la matrice de f dans la base (a, b, f(b)) 
fa) f@) f°@) a 


£ 0 ) . 
0 O0 —1 


5. Il faut calculer f?(a), f?(b) et f?(f(b)) dans la base (a, b, f(b)) 
f?(a) = f(f{a)) = f(a) = a 
f*()=-b 
f°(FE)) = f$@) = f(F?@)) = f(-b) = -f() 


Donc la matrice est 


fa) f°@) fe 


0 0 1) ; 
0 -1 0 


Autre méthode la matrice de f? est la matrice de f au carré 


1 0 O\ /1 0 0 1 0 0 
0 0 —1][10 0 —1]=|0 —-1 0 
0 1 0/ \0 1 0 0 0 —1 


1. On appelle X,, les coordonnées de e, dans la base canonique 


Allez à : Exercice 56 


Correction exercice 57. 


Les coordonnées de u(e;) dans la base canonique sont 


? 5 À = =) 
_f[ 0 1 0 0 11 NA 
EC" —3 0 2 2 0 | o 
4 =Ù À 17 0 es 


1 —1 1 —1 —1 
Les coordonnées de u*(e,) dans la base canonique sont 
2 —2 1 —2 —4 
0 1 0 0 1 
—3 0 —2 2 4 
1 —1 1 —-1 —2 
Montrons que (e2,u(e>),u? (e),u*(e>)) est libre 


2 -2 1 -2\/-2 —4 
0. 4 © ©)! |_|1 
-3 0 -2 2 /]|0 4 
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0 —2 —À —2 0 
5 ne 1 1 1 1 | _[o 
ae) + Bu(e:) + yu“(e2) + Êu*(e) = Op © & 0 + B 0 +y ' + Ô o lo 
0 —1 — 1 0 
—2$ — 4y —- 26 =0 —28 — 28 =0 + B+ëê=0 
LE GFBFYTÈ= 0. G+p+ô=0., Fe ee 
4y = 0 y =0 y = 
—B-27+8=0 —B +6 =0 ee Pier 
a =0 
B=0 
= De 0 
ô=0 


(e2, u(e,),u?(e;),u° (e2)) est une famille libre à 4 vecteurs dans un espace de dimension 4, c’est une 


base. 


Les coordonnées de u*(e,) dans la base canonique sont 


2 —2 1 —2\ /-2 —8 —4 0 
0 1 0 0 Leds 2 1 | [1 
—3 0 —-2 2 0 8 4 0 
1 —1 1 —-1 1 —4 —2 0 
Donc u“*(e,) = —e, + 2u?(e;) 
u(e2) u?(e2) u$(e2) u#(e2) 
0 O0 O0 —1 €2 
cz [1 0 0 0 u(ez) 
7 |o 1 o 2 | u?(e) 
0 0 1 0 u°(e;) 
3. On cherche les vecteurs x = (x1, X2, X2, X1) tels que u(x) = x 
DD. /d 420 X1 X1 2X3 — 2X2 + X3 — 2X4 = X: 
0 1 0 0 X2 X2 X2 = X2 
u)=xeAX=Xe Gr. EX rm " 3x1 — 2X3 + 2X4 = X3 
1 —1 1 —1/ \%X4 X4 Xi — X2 FX3 — X4 = X4 
Li (X1 — 2X2 + X3 — 2Xx4 = 0 L: X1 — 2X2 + X3 — 2X4 = 0 
2 La] = 2 3 +2 = ss L; +3L: — 6%, — 4x4 = 0 
L3VX —X2 + X3 — 2X4 = 0 L3 — L: X2 = 0 
X1 + X3 = 0 X3 — —X1 
s Xx= 0 -e X4 = 0 
X2 = 0 X2 — 0 


x = (x1,0,—x%:, 0) = x,(1,0, —1,0) 
4. Les coordonnées de u(b) dans la base canonique sont 


2 —2 1 —2 1 2 1 1 
Afro de or co femme Pere T0 3 
Fbeliess (os ce 2 M0 Re 
1 —1 1 —-1 1 1 0 1 
Les coordonnées de u(c) dans la base canonique sont 
2 —2 1 —2 1 —1 1 
CR RC D AO. 
rende on ee ms) = Ole 
1 —1 1 —1 1 —1 1 


Donc u(c) = —c 
5. On cherche les vecteurs x = (x1, X2, X3, X1) tels que u(x) = c — x 
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2 —2 1 —2 X1 1 X1 
_ > 0 1 0 0 X2 |__| O0 X2 
u(x)=c—-xe AX=X. -XSe où no A SE 
1 —1 1 —-1 X4 1 X4 
2X3 — 2X2 + X3 — 2Xa = 1 -X, 3Xx3 — 2X2 + X3 — 2X4 = 1 
X2 — —X2 2%) — 0 
—3X: _ 2X3 + ZX — —1 — X3 —3X: — X3 + 2X4 — —1 
X1 — Xo FX —Xa = 1 —-X4 X1—X2 +X3 =1 
mor 1 X) = ( 
= = _ =, 
bu —3X: Tu X3 + 2X4 — —1 dE Fe ee ee 1 
X1 + X3 — 1 LE à 
X2 — 0 X2 — 0 X2 — 0 
& {—3(1 — X3) — X3 + 2Xa = —1 ee = 2— 2%; ef = 1- x; 
X1 = 1—-X; X1 = 1—-X%; X1 = 1—X; 


Prenons x3 = 0 par exemple, alors d = (1,0,0,1) 


On peut montrer que la famille B”" est libre et rappeler qu’elle a 4 vecteurs dans un espace de dimension 


0 —1 
0 0 
st 1 
1 0 
0 —1 
1: © 
1 0 


)=-(-1-0)=1+#0 


0 


DA. S'S 


6. 
4 ou alors calculer le déterminant 
1 1 
_[0 —1 
det(a, b, c,d) = Re 
1 1 
On développe par rapport à la seconde ligne 
1 
det(a, b, c,d) = +(—1)|-1 
1 
Puis par rapport à la première ligne 
a ft ÉlUIET: = 
det(a, b,c,d) = (| 1 A] | 1 1 | 
Donc B”" est une base. 
7. 
u(a) u(b) u(c) u(d) 
1 1 0 
__ [0 !? 0 
nn 0 O0 —1 
0 oO 0 
8. On pose 
O0 —2 —4 
hs 1 
fe 0 O0 4 
O0 —1 —2 
La matrice de passage de B à B', on A = QCQ"! 
Et 
1 1 0 
_f 0 —1 0 
F= —1 O0 —1 
1 1 1 
La matrice de passage de B à B"',on a A = PTP"! 
Donc 


OCO == PTE 
Ce qui équivaut à 
C=0"PTP O0 = (P 0) 
Ce qui montre que C et T sont semblables. 
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Allez à : Exercice 57 


Correction exercice 58. 
1. SiE R,[X], d{X +1)P <1+2—1 = 2 donc f est bien une application de R,[X] dans R,[X]. 


fOaPa + 22P2) = (X + 1)Pi + 2P2) = (X + DA P: + 2P;) = AUX + 1)P; + AUX + LP, = 


Af(P1) + 2f(P2) 
donc f est linéaire, c’est même un endomorphisme de R,[X]. 


f(D=(X+DX0=0=0X1+0 XX +0 x X2 
fOD=(X+DX1=0=1X1+1XX+0 x X2 
f(X2)=(X+DX2X=0=0xX1+2XX +2 x X2 


f@) FX) FX) 


1 
Donc À = ( 1 j X 
0 1 2 ; 
0 ' 
y =0 a =0 
3. 2 BU DEN H D = 0 NA + Gr ANX a+ B+r=0 0 B+2y=0 -|5=0 
a+B+y=0 y =0 


Donc B'est une famille libre de trois vecteurs dans un espace de dimension 3 ( dim R,[X] = 3), c’est 


une base de R,[X]. 


4. 
fH)=(X+1)X0=0=0XxX1+0 XX +0 x X? 
fX+1)=(X+1)X1=0=0xX1+1X (X +1) +0 x (X +1)? 
f(KX+1))=(X+1)X2(X+1)=0=0X1+0X(X+1)+2X(X +1)? 
Donc 
fQ) fX+1) FX +1?) 
B= ( : ) x+1 
2 
0 0 2 (X +1) 
5. 
0 1 O0O\/0 1 0 0 1 2 
#-(0 1 2)(c 1 2) - (0 1 ) 
0 0 2/ \0 0 2 0 O0 4 
0 1 O\/0 1 2 0 1 6 
A = AA? -(c 1 2)(c 1 ) -(0 1 4) 
0 0 2/ \0 0 4 0 0 8 
Sik > 0 
0 O0 0 
B* = ( 1 o) 
0 Oo 2K 
Ets] 
6. 
La première colonne de la matrice À est nulle, donc le rang de À est inférieur ou égal à 2, les deux 
suivantes ne sont pas proportionnelles, donc le rang de À est au moins 2. 
rgQA) = rg(f) = 2 
de 
Im(f) est engendré par f(X) = 1 + X et f(X?) = 2X + 2X?2, cette famille constitue une base de 
Im(f). 
8. 


D’après le théorème du rang, la dimension du noyau de f est 1, car 
dim(ker(f) + dim(Im(f) = dim R,[X] = 3 
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Or f(1) = 0, donc le noyau de f est la droite vectorielle engendrée par le « vecteur » 1. (C’est-à-dire le 
polynôme constant égale à 1). 


Allez à : Exercice 58 


Correction exercice 59. 
1. 
u(aP + f6Q) = aP +BQ+(1—-X)(aP + BQ) = aP +BQ+(1-X)(aP' +6Q") 
= a(P+(1—X)P") +B(Q + (1—X)Q") = au(P) + Bu(Q) 
Donc u est une application linéaire 
d°P <2 = d°u(P) < 2 
Elle va de R,[X] dans R,[X] il s’agit d’un endomorphisme de R,[X]. 


2. 
u(1)=1+(1=-X)x0=1 
u(X)=X+(1-X)x1=1 
u(X2) = X2+(1—X) x 2X = 2X — X2 
1 1 O0 
a=(0 0 2) 
0 0 —IT 
3. PEker(u) 


u(P) =0 & u(aX? + bX + c) = au(X?) + bu(X) + cu(1) = a(2X-X?)+b+c=0 


& -aX?+2aX+b+c=0e {470 
c = —b 


P = bX — b = b(X — 1) 
Donc ker(u) est la droite vectorielle engendrée par le polynôme X — 1. 
Im(u) = Vect(u(1),u(X),u(X2)) = Vect(1,1,2X — X2) = Vect(1,2X — X2?) 
Ces deux polynômes ne sont pas proportionnels ils forment donc une famille libre (et génératrice) de 
Im(u) donc une base de Im(u). 


Allez à : Exercice 59 


Correction exercice 60. 
1. Sid°P < 2 alors d°P' < 1 et d°(X — 1)P' < 2 donc d°u(P) < 2 
D'autre part 
uQAP + uQ) = 2(P +uQ) — (X —1)(AP +uQ)" = 2(P +uQ) — (X—1)(P"+u0Q") 
= AC2P — (X —1)P"7) + u(2Q — (X — 1)07) = Au(P) + mu(Q) 
Cela montre que u est un endomorphisme de R,[X]. 
2 
u(1)=2XxX1-(X-1)X0=2; 
u(X)=2X-(X-1)xX1=X+1; 
u(X2) = 2X2—(X—1) x 2X = 2X 


2 1 0 
A=10 1 2 
0 0 0 
3. SoitP=aX?+bX+c 


u(P) = au(X?) + bu(X) + cu(1) = 2aX + b(1 + X) + 2c = (2a + b)X + b + 2c 


Par conséquent 


Donc 


2a+b=0 


u(P}= 0e 0 
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Et 


P = Dyrspx LE D y2 2X +1)=— by 1)? 
2 2 2 de 20 


Le noyau de u est la droite vectorielle engendrée par le polynôme P, = (X — 1)? 
4. D’après le théorème du rang 
dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(R,[X]) 
Donc 
dim(/m(u)) = dim(R,[X]) — dim(ker(u)) = 3 — 1 =2 
u(1) =2etu(X) = 1 + X sont deux polynômes non proportionnels de l’image de u, ils forment donc une 
famille libre dans un espace de dimension 2, (2,1 + X) est une base de Im(u). 
5. SoitP =ax?+bX+c 
0=a a=0 
MP) = P ea DD + + 2e = ax + Be 6 fou D De fau 
b+2c=c c = —b 
P=bX—-b=b(X-1) 
P,=Xx-1 
6. 
a—B+y=0 a =0 
a+B(X—-1)+y(X-1} =0Sa-B+7y+(B—2y)X +yX? 0e] B—2y=0 -|5=0 
F0 F0 
B' est un famille libre à trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de R,[X] 
7. u(1)=2Xx1,u(P,) = P, et u(P,) = 0, donc 


u() u(P,) u(P}) 
Allez à : Exercice 60 


2 O0  O\ 1 
D= [0 1 0] 
0 0  O/ P; 
Correction exercice 61. 


1. Soient P;, P; € R,[X], soient 4,2 € R 
FAP + 22P2) = CP + 22) — (X — 2) + 2P2) = Ali + 2P3 — (X —2)( Pi + 2P:) 
= AP, — (X —2)P1) + 2(P; — (X — 2)P;) = Af(P1) + A2f (P2) 
Donc f est linéaire. 
2. f est un endomorphisme si l’image de R,[X] par f est R,[X], autrement dit il faut que l’image d’un 

polynôme de degré inférieur ou égal à 2 soit un polynôme de degré inférieur ou égal à 2. 

Première méthode 
f(aX? + bX + c) = aX? + bX + c—(X — 2)(2aX +b) 
= aX? + bX +c—(2aX? + bX — 4aX — 2b) = —-aX? + 4aX + c — 2b 

C’est bon, f est un endomorphisme de R,[X] (parce qu’il est clair que f est linéaire d’après la première 

question). 
Deuxième méthode 

dPS2edP £<A1 
Donc 
d’(X-2)P <1+1=2 
Par conséquent 
d°f(P) <2 

Troisième méthode 

Comme f(aX? + bX + c) = af(X2) + bf(X) + cf(L), il suffit de vérifier que d°f(X2) < 2, 

d°f(X) < 2 et que d°f(1) < 2, ce qui est le cas car 

f(X?)=X2—-(X-2)x2X = -X?+4%; 
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FOJ=EX= (Ne 2) X1=2; 
f(D=1-(X-2)x0=1 


3. 
—a = 0 _0 
P Eker(f) = f(P)=0S-aX?+4aX+c—-2b=0S{ 4a=0 one 
nie 


P = bX + 2b = b(X +2) 
Les polynômes de ker(f) sont proportionnels au polynômes X + 2, il s’agit d’une droite vectorielle 
dont une base est le polynôme X + 2. 
D’après le théorème du rang 
dim(ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(R,[X]) & 1 + dim(Im(f)) = dim(Im(f)) =2 
FD =EX FAX A) = 2 
Ces deux polynômes ne sont pas proportionnels, ils forment une famille libre de Im(f) qui est de 
dimension 2, c’est une base de Im(f). 


Remarque : 
f(1) = 1 est proportionnel au vecteur (polynôme) f(X) = 2. 


4. 
FX?) = 4X — X°; f(X) = 2; f(1) =1 
Par conséquent 
f() f(x) f(x?) 
A=Mat:,»1f)= {1 RS 
(14x71) 0 0 4| À 
X2 
0 0 —1 
5. 
axX1+B(X—-2)+y(X-2}=0S a +BX —-2B +7yX°?—4yX + 4y =0 
y =0 y =0 
Dr Gran a-2prar= 0 | B—4y =0 -|5=0 
a—2p6 +4y =0 a =0 
B' est une famille libre à trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base. 
6. 
1 X—-2 (X—-2)? 
puit 4\ 1 
_ X 
0 1 —À, ; 
0 0 1/À 
1 —-2 4 X1 Yi X1 — 2X2 + 4X3 = y: X1 = 2X2 — 4X3 + V1 
PX=YS 0 1 —À. X2 = V2 = X2 — 4X3 = V2 X2 = 4X3 + V2 
0 0 1 X3 V3 X3 = V3 X3 — V3 
X1 = 2(ÿ2 + 4y3) — 4y3 + V1 X1 = V1 + 2ÿ2 + 4Y3 X1 
LE X2 = V2 + 4y3 ad X2=Y2t4Y3 e|X 
X3 — V3 X3 — V3 X3 
1 2 4\/Y1 
=|0 1 41||72 
0 O0 1/ \y3 
1 2 4 
P1=10 1 4 
0 O0 1 
Remarque : 
On rappelle que PT est la matrice de passage de B” à B, cela signifie que 
1=1 
X=2X1+1X(X—2) 
X2=4X1+4X(X—-2)+1Xx(X—-2) 
7. 
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f{)=1 
FR -D=X-2-(N-2)x1=0 
f(X=-2I= 4-2) -2)k20X-2)=-X-2) 


Donc 
f(A) f(X-—2) f((X-2)?) 
D = Matgr(f) = - û : x 2 
0 0 _1/ X-2Y 


Deuxième méthode 
On calcule 


1 2 A\/1 2 O0 1 —2 4 1 2 4\/1 0 —-4 
p= rar = (0 1 :)(0 0 s )(c 1 )-(0 1 s)(0 0 s) 
0 0 1/ \0 O0 —1/ \0 0 1 0 0 1/ \0 0 —1 
1 O0 O0 
-(0 0 o) 
0 O0 —1 


On trouve bien sûr le même résultat (cela fait partie du cours). 


Allez à : Exercice 61 


Correction exercice 62. 
1. Soient P, et P, deux polynômes de R,[X] et soient À, et À, deux réels. 
u(AP, + 2P5) = 2X(P, + AP) — X2(4P, + AP2) = 2X(P; + A2P>) — X2(A PI + AP;) 
= À,(2XP, — X2P,) + A (2XP, — X?P;) = Asu(P,) + Au(P) 
Donc u est linéaire. 
Soit P = aX?+bX+cEeR,[X], P' = 2aX +b 
u(P) = 2X(aX? + bX + c) — X2(2aX + b) = 2aX*° + 2bX?2 + 2cX — 2aX° — bX?2 = bX? +2cX 
€ R,[X] 
Donc u est un endomorphisme de R,[X]. 
21 UL) = 2X ut) = 2x = = X su) =2X-2X 0 
Par conséquent 
u(1) u(X) u(x?) 


0 0 0 1 
A = É 0 ) X 
D À 07 x? 
3. Soit P = aX? + bX + c E ker(u), 


u(P) = BbX?+2X=0Sb=c=0 
Donc P = aX?, une base de ker(u) est X? et dim(ker(u)) = 1. 


4, 
Imu) = Vect(u(1),u(X), u(X2)) = Vect(2X,X2,0) = Vect(2X,X?) = Vect(X,X?) 
(X, X2) est une sous-famille d’une famille libre, c’est une famille libre et génératrice de Im(u) c’est une 
base de Im(u) et dim(/m(u)) = 
Allez à : Exercice 62 
Correction exercice 63. 
1. 


UP + 2P2) = Ps + 2P5 + (A —X)(P + PP) + 2(4P + ÀP)" 
= AP + Pb + (1 —X)(P; + 2P5) + 2(P; + 2P:) 
= AP + (A —X)P: + 2P1) + LP: + (A — X)P: + 2P5) = Au(P:) + Au(P) 
u est une application linéaire. 
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2. Ilest clair que le degré de u(P) = P + (1 —X)P' + 2P" est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2 
lorsque P est un polynôme de degré inférieur ou égal à 2. Par conséquent u est un endomorphisme de 


R2[X]. 
3. 
u(1) =1 
u(X)=X+(1—-X)x1=1 
UC) = X + L=-N XX +2X2=-44+2X—X7 
1 1 4 
a (0 0 2) 
0 O0 —1 
4. 
a(i—X)+BxX1+y(1+2X-X7)=06e-yX?+(-a+2y)}X +a+pB+y=0 
—y = 0 æ=0 
| a +220 -|5=0 
a+B+y=0 y =0 
Cette famille est libre, elle a trois vecteurs dans un espace de dimension 3, c’est une base de R,[X]. 
5: 
u(1—X)=1-X+(1-X)x(—-1)=0 
u(1) = 1 
u(1+2X—-X2)=1+2X -X2+(1—-X)X(2-2X)+2xX(—2) = —-1 — 2X + X2 
= —(1+2X — X2) 
Donc 
0 0 0 
(0 1 o) 
0 O0 —1 
Allez à : Exercice 63 


Correction exercice 64. 
1. Soit À et u deux réels et P et Q deux polynômes 


1 
uQP +uQ) =; X°)QP + 4Q)"+ XCQAP + uQ)' — (AP + 1Q) 
= =@ — X9) GP" +40") + XCGAP' +40") — (AP +uQ) 


_ Ga _ X2)P' + XP'— P) + Ga _XDQ"+XQ - e) — ji (P) + nu(O) 
Donc u est linéaire 
Pour P E R,{[X] 
d°P"<0=d°(1-X2)P" <2 
d°P'<1=d°XP"<2 
Donc 
d°u(P) < 2 

Ce qui montre que P € R,{[X] entraine que u(P) € R,[X]. Donc u est un endomorphisme de R,[X|. 

2. Soit P = aX? +bX +c 
P € ker(u) & u(P) = 02 30 — X?)2a + X(2aX + D) — (ax? +bX+c)=0Sa-c=0 

Donc P = aX? + bX + a = a(X? +1) + bX 

La famille (X2 + 1, X) est une famille de deux vecteurs non proportionnels, donc libre, qui engendre 

ker(u) donc c’est une base de ker(u) 
3. D’après le théorème du rang 

dim(ker(u)) + dim(/m(u)) = dim(R,[X]) 
Donc dim(/m(u)) = 1 
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u(1) = -1 
Donc Im(u) est la droite engendrée par le polynôme constant P; = 1 (ou —1 c’est pareil) 


a=0 a =0 

A DHL 0e a 4 A+ a+r=0 | B =0 -|5=0 

a+y=0 y =0 

Ce qui montre que (P,, P>, P;) est une famille libre à trois vecteurs dans un espace vectoriel de 
dimension 3, il s’agit donc d’une base de R,[X] 


5. Onau(P,) = 0, u(P,) = 0 etu(P;) = —1 donc 
Allez à : Exercice 64 


0 0 O0 
D=|0 0 oO 
0 0 —1 
Correction exercice 65. 


1. Soient P, et P, deux polynômes de R,[X] et 1, et 2, deux réels. 
FAP + 2P)Q) = Pi + 2P2)(X + 1) — (UP: + 2P2)(X) 
= AP, (X +1) + 2PCX + 1) — (AP. CX + 1) + AP(X + 1)) 
= A(P,(X +10 — P.CX)) + 2(P2CX + 1) — P2(X)) = A1 (P1)C0 + 22f(P2)(X) 
Ce qui entraine que : 
f@Pi + 2P2) = Af(P:)(X) + 2f(P:) 


f(D(X) =1-1=0 
FAX) = (X+1)—-X=1 
FR = RO == 1 0X 


2. f est linéaire. 


Donc 


fQ) fx) er 


DL 
À = 
( 0 j & 
o o  o/ À 


3. 
ax1+BX(X—-1)+yX(X-1)(X-2)=0S yX?+(B—-3y)X+(a-B+2y) =0 
| ne = {5-0 
a—B+27=0 (Üx=0 
B' est une famille libre à trois vecteurs dans un espace de dimension 3 c’est une base de R,[X]. 
4. 
f(DX) =0,f(X-1(X)=(X-1+1)-(X-1)=1et 
FCCX — 1)CX — 2))CX) = (X —1+1)(X —2 +1) —(X — 1)(X — 2) = XX — 1) — (X — 1)(X — 2) 
= (X—1)(X —(X—2)) =2(X—1) 
Donc 
f@ f&X-—-1) f(X-D(X—2)) . 
B= 0 1 0 Fu 
GO 5 D au 
Allez à : Exercice 65 
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Correction exercice 66. 
1. Soient P;, P; € R3[X], A, ER 
g(Pi + A2P2) = (Pi + 2P2)(1), Pi + A2P2)(-D) 
= (4PiC-D + 2P:(-1), 4 P1Q) + A2P2(1)) 
— A(Pi(-1), (D) de L(P(-1),P(0)) = À19(P1) + 229(P2) 
Donc h est linéaire. 
2. Soit P € ker(g), (P(—1), P(1)) = (0,0) & . 5 . 
Un polynôme de degré inférieur ou égal à 3 qui s’annule en —1 et en 1 est de la forme 
P = (aX + b)(X + 1)(X — 1) = aX(X?2 — 1) + b(X? — 1) 
(X(X2 — 1),X2 — 1) forme une famille libre (car les polynômes ne sont pas proportionnels) qui 
engendre ker(g), c’est une base de ker(g). 
Une base RŸ est (1,X,X2,X°) 
9) = (1); 90) = (1,1); g(X°) = (1,1); g(X°) = (-L1) 
L’image de g est engendré par (1,1) et (—1,1) (ces vecteurs ne sont pas proportionnels) ils forment 
donc une famille libre, bref c’est une base de 1m(g), comme Fm(g) € R° et qu’ils ont la même 
dimension, on en déduit que Fm(g) = R°. 
3. La linéarité de h est évidente (voir 1°)). 
SoiP=aX+beR,[X] un vecteur de ker(h), 
P(-—1) = 0 —a+b=0 
ee tn 
Le noyau de h est réduit au vecteur nul, de plus d’après le théorème du rang 
dim(ker(h)) + dim(Jm(h)) = dim(R,[X|) & dim(Jm(h)) = 2 
Donc F1m(h) = R;{[X], autrement dit h est surjective, finalement h est bijective. 


Allez à : Exercice 66 


Correction exercice 67. 

1. a et b ne sont pas proportionnelles donc (a, b) est libre, de plus (a, b) est une famille génératrice de H 
donc c’est une base de H, d’où dim(H) = 2. 

2. Soit 68 l’application nulle, 8r(In(2)) = 0 donc Op € F 
Soient f, € F et f € F, donc f,(In(2)) = 0 et f,(In(2)) = 0 et soient 4, 2, deux réels 

fi + 2f2)(n(2)) = Af(n(2)) + 2f2(n(2)) = A xX0+4 xX0=0 

Donc 1; f1 + Af2 € F,F est un sous-espace-vectoriel de H. 

3. On rappelle que 


S&a=b=0 


en) LE enQ) 2 +2 E 

Ch(n(2)) = — > = À; 
In(2) _ e-ln@) 2 . 3 

Sh(n(2)) = — © = {= 
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f EH J,uER, f = Aa +ub J,uUER,VxER f(x) = Aa(x) + ub(x) 
RE {an (2)) = 0 | fAn(2)) = 0 | fAn(2)) = 0 
Dee ER,VxEeR f(x) = 2Aa(x) + ub(x) 
Aa(In(2)) + ub(In(2)) = 0 
J,uUER,VxER f(x) = Aa(x) + ub(x) 
es 5 3 
47 + HT 0 
J,uUER,VxER f(x) = Aa(x) + ub(x) 
ss 3 
À = TA 


3 3 
S AUER,VxER, f(x) = — Ha(x) + ub(x) & 3u ER, f =u(—sa+b) 


: : 3 
F est un espace de dimension 1 dont une base est — sa + b. 


a) Soient f, € H et f, € H et soient 4, À, deux réels. 
Puf + Àf2) = (fi + 2f)- MO2)), fi + Af2)(n(02)) 
= fit) +2f(-Mm@),24/f(-1Mm(02)) + 2f(- In(2)) 
= AC), fn) + 2(2(- M0), f0n02)) = A1) + 29(2) 
Donc @ est une application linéaire. 
b) Soit f E ker(@), 11,UER,VxER f(x) = Aa(x) + ub(x) 


EU) = O0 & (- 2), fn) = O0 8 POS Lo 
5 3 
de In(2)) + ub(—In(2)) = 0 PIRE APE . f 0 
Aa(in(2)) + ub(in(2)) = 0 au3eo U-0 
4 #3 


Donc f = 6p, le noyau de est réduit au vecteur nul donc @ est injective, d’après le théorème du 
rang 

dim(ker(@)) + dim(Im(o) = dim(H) & dim(Im(o) = 2 
Ce qui montre que @ est surjective, finalement @ est surjective donc bijective. 


Allez à : Exercice 67 


Correction exercice 68. 
1. Soient À € A, (R) et B € A, (R) et soient 1 et u deux réels. 
La matrice nulle O vérifie O = —0O 
(A + uB) = AA + u!B = À(—-A) + u(—B) = —(4 + uB) 
Donc 4, (R) est un sous-espace vectoriel de M, (R). 
Soient À € S,(Rj}et B € S,(Rj)et soient 1 et u deux réels. 
La matrice nulle O vérifie {O = O 
(4 + uB) = AA + utB = 2A +uB = 24 + uB 
Donc $,(R) est un sous-espace vectoriel de M, (R). 


à E À) = LCA + CEA) = À 


2 


(LL) = 2 Ca — (a) = LCA — 4) = = LCA — 14) done LE € 4,(R) 


2 


3. Pour toute matrice À : 
1 1 
À = 5 À + tA) +; À nn CA) 
Donc A,(R) + S,(R) = M, (R). 
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4. Soit A € A, (R) N S,(R), ‘A = —A et ‘A = À donc À = —A d’où À = O. 
An (R) N S,(R) = {0} et A, (R) + S,(R) = M,(R) entraine que A4, (R) @ S,(R) = M, (R). 


azur =7(6 D+G 9)- 


+  NIU 
Re 


© NI hR 


1 1 
aa 2=3(6 9-6 9)-[ 


À est la somme de À, € 8, (R) et de À, € A, (R). 


Allez à : Exercice 68 


Correction exercice 69. 


1. dim(M(R)) =2x2=4 
2. Soit À = É E ker(Ÿ) 


gW=084-4=08(; à)-(° Jet Deb=c 


Az = +26 o)+4G 1 
La famille de matrices 


CRE ?) engendre ker(g) 
«GE D+8G D 76 D=G De JG Dec-sersc 


Montre que cette famille est libre, elle forme donc une base de ker(®) et dim(ker(®)) = 3 


3. Soit À = (, . 


= DC Ge 5 )-6-0( 5) 
o 1) 


© NIrR 


Donc 


Par conséquent l’image de ® est la droite engendrée par la matrice ] = ( 


1 O0 
Im(®) étant une droite, toute matrice de cette image est proportionnelle à ]. 
Allez à : Exercice 69 
Correction exercice 70. 
1. 
1 1 1 1 0 0 1 0 0 
a b é |=| & b—-a c—-al=(b-a)(c-a)| a 1 11=0 
b+c a+c a+b b+c a—-b a-—c b+c —1 —1 
2. 
a) 
li Lo ls Li ll La 
A 0 lG-pa-b)l5 1 1 
b c d b c—b d—-b p2 AR 
p2 c2 dl pb? c2-h2 d2-p? Done 
= (c—b)(d — b)(d — c) 
b) 
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Pascal Lainé 
1 1 1 1 1 0 0 0 
a bb c d a b—-a c—a d-a 
a? b?2 c?2 d?2| {|a2 b?-a2 c2-a?2 d?- a? 
ai b? c? d? a bai ci—-a5 dia 
1 0 0 0 
_|a b—a c—a d—a 
— [a? (b — a)(b + a) (c — a)(c + a) (d — a)(d + a) 
ai (b—a)(b?+ba+a?) (c—-a)(c?+ac+a?) (d-—a)(d? + da + a?) 
1 0 0 0 
| 1 1 1 
a on a? b+a c+a d+a 
a b'+ba+a? c'+ac+a? d?+da+a? 
1 1 1 
= (b— a)(c — a)(d — a) b+a c+a d+a 
b'+ba+a? c'+ac+a? d?+da+a? 
1 1 1 
= (b—a)(c-a)(d-a)|l b c d [274% 
b?+ba c2+ac d?2+dall3 4: 
1 1 1 
=(b-a)(c-a)(d-a)|b c d 
p2 ce d2ll3 42 


= (b—a)(c — a)(d — a)(c —- b)(d — b)(d — c) 
Allez à : Exercice 70 


Correction exercice 71. 


1. 
C1 C2 C3 Ca Ci C2—Ci C3 —C1 Ca QC 
a «a a «a a O0 0 0 b—-a b—-a b-a 
a bb b\l=la b-a b-a b—-al =alb-a c—-a c—-a 
GC a b—-a c—-a c—a b—-a c—-a d—-a 
a b c d a b—-a c-a d-a 
OE C Re 
1 1 1 1 0 0 
— ete a), => C—a c—a re 1) 72 c—b c—-b 
b—-a c—-a d-a b—-a c—b d—-b 
c—b c—-b 1 1 
=ab-af s |= etat D. ur 
= a(b — a)(c — b)(d — c) 
a=0 
ou 
& = 
2. A=0S ou 
b = c 
ou 
c=d 


Allez à : Exercice 71 


Correction exercice 72. 
Première partie 
1. 


X1 
Soit x = (X3,X2, X3) et X = () 


X3 
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di + EN 0 X1 — X2 — 2X3 = 0 
xEker(u SAX=081-1 1 2 [[X2]=[0|S24-x1+x2 +2x3=0 


1 0 —1/ \x3 0 X1 — X3 = 0 
“ =. X2 = 2X3 — 0 Fe — —X3 
X1 — X3 X1 — X3 


X = (X3, —X3, X3) = X3(1, —1,1) 
On pose a = (1, —1,1) et alors ker(u) = Vect(a) 


X1 1 
2. Onpose X, = | X2 |, X, = | —-1 
X3 1 


d, EN LE 76 1 X1—X2—2X3 = 1 
u(b)=as AX,=Xxe —1 1 2 X2 = —1 > —X] + X2 + 2%X3 = —1 


1 0 —1/ \xX3 1 X1 — X3 = 1 
dé — X2 = 2X3 — 1 { X2 — —X3 
X\=1+x; X1 = X3 +1 


On prend, par exemple x3 = 0 alors b = (1,0,0) 
3. Soientx E E,,x' € E, et À et À’ deux réels 
u(Ax + 2'x') = Au(x) + l'u(x') = 1x +1'x! 
Donc 
Ax+Vx EE 
U(0Or3) = Op3 = Or E Es 
Donc E; est un sous-espace vectoriel de R$. 
TZ —1 —2\ fx X1 X1 — X2 — 2X3 = X —X2 — 2X3 = 0 
rene ( 1 2 )(e)- (re) futitas 22e —X1 + 2X3 = 0 
1 0 —1/ \x3 X3 X TT X3 — X3 X1 — 2x3 = 0 
X2 = —2X 
7 . = 2x 
X = (2X3, —2X3,X3) = X3(2, —2,1) 
Si on pose € = (2, —2,1) alors Æ;, = Vect(c). 


4. 
1 1 2 
det(a,b,c)=|-1 0 -2|=- (a s 220 
OR | 
Donc (a, b, c) est une base de R*. 
5. 
u(a) = O3 
u(b) = a 
UCI 
Donc 
0 1 0 
T= ( 0 ) 
O0 À 
6. T=Q"1AQ 
Deuxième partie 
1. 


FQD = + X + X2) x 1 (14 2X + KE A) X ODA X ENT AT 4 KE) x 0 
=2+X+X? 

FOOD = 24 X + A)X — (LH 2X KA HAS) XL HTC HN HAE NS EX) X 0 
=2X+X2+X$-1-2X-X2-X$ = 1 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


1 
fa) =C@ HA +HXXT— (LH 2X + XÈ + XT) X2X SCIE X + A+ AS HAN x 2 
= 2X2+XS+XT-2X —AX2—2X8 —2XT—-1+X+X2+XS + Xt = —-1— X — X? 


fa + BX +yX?) = af (1) + BF(X) + yf(X?) E R:[X] 
Car f(D) € R2[X], fCX) € R2[X] et f(X?) € R:[X] 


fO FA) fx?) 
B = 2 —1 —1 

à X 
£ 0 1) . 

bd AS 

1 

3. Les coordonnées de P, = 1 + X + X? dans la base B sont | 1 
1 


1 
Les coordonnées de P, = 1 + X dans la base B sont (1) 
0 


2 
Les coordonnées de P, = 2 + X + X2? dans la base B sont (1) 


1 
1 2 
0 1 1 1 1 1 


En développement par rapport à la troisième ligne. 
Donc (P5, Pi, P,) est une base de R,[X]. 


4. 
2 —1 —1\ /1 0 
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont É 0 =) (1) = (o) 
1 0 —1/ \1 0 
Donc f(P5) = 0 
2 —1 —1\ /1 1 
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont É () 1) (1) = (1) 
1 0 —1/ \0 1 
Donc f(P,)=1+X+X2=P, 
2 —1 —1\ /2 2 
Les coordonnées de f(P,) dans la base B sont É 0 1) (1) = fi) 
1 0 —1/ \1 1 
Donc f(P;)=2+X+X?=P, 
Donc 
f(Po) fi) FO, 
0 1 0 0 
T' = P, =T 
( 0 ) 1 
D. 0 1 À 
5. T'=Q' "BQ' 


Troisième partie 


0"B0'=0 A0e00 100 =48 (00 1) (00 D=A 
Donc À et B sont semblables. 


Allez à : Exercice 72 


Correction exercice 73. 
1. Six € ker(v) alors v(x) = 0%, alors v(v(x)) = V(0;) = 0; donc x € ker(v?), 
cela montre que ker(v) € ker(v?), de même si x € ker(v?) alors v2(x) = 0%, alors v(v2(x)) = 
v(0x) = 0% donc x € ker(v*), cela montre que ker(v?) € ker(v) et ainsi de suite. 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


X1 
2. Soit x = (x1,X2,X3, X4) et X = ses coordonnées dans la base canonique. 
X4 
0 1 0 1 X1 0 
| : —1 0 1 3 X2 | _|O 
x € ker(u + idma) S (A+DX=0S dd 01 Vs) 
0 0 0 2 X4 0 
X2 + X4 — 0 X2 — — 0 _ 
—X + X3 + 3x4 = 0 —X1 +X3 = 0 nn. 
1 = 
% X2 — X4 — 0 % X2 — — 0 Se . = 0 
2x4 = 0 xa = 0 F 
x = (x3,0,x1, 0) = x:(1,0,1,0) 
0 1 0 1 0 1 0 1 —1 0 1 5 
2_[—1 0 1 3 —1 0 1 3 |__| O0 O0 O0 4 
RD = ru lot SLI NET 0 à 
0 0 0 2 0 0 0 2 0 0 0 4 
—1 0 1 5 X1 0 
; 2 2y — 0 0 O0 4 X2 _ 0 
x E ker((u+idm)) S& (A+I)ÿX=0S 2 Di À x 0 
0 0 O0 4 X4 0 
—X1 + X3 + 5X4 = 0 
4x4 = 0 té — X1 
—X1 + X3 + Xa = 0 X4 = 0 
4X4 — 0 


X = (x,%2, X1, 0) = x3(1,0,1,0) + x2(0,1,0,0) 
((1,0,1,0), (0,1,0,0)) est une famille de vecteurs non proportionnels (donc libre) 
qui engendrent ker((u + idp4)?), il s’agit d’une base de ker((u + idm4)?). 


0 1 0 1 —1 0 1 5 0 0 0 0 

3_[—1 01 3 fo 0 0 4l_f0o 0 0 0 

ro 0 1 0 —-1 —1 0 1 1 0 0 0 0 

0 0 0 2 0 0 0 4 0 0 0 8 
0 0 0 0 X1 0 
; 0 0 0 0 X2 0 

x E ker((u +idm:)*) & (A+D$X=0S un ee : Sr = 0 

0 0 0 8 X4 0 


X = (x:,X2,X3, 0) = x, (1,0,0,0) + x,(0,1,0,0) + x3(0,0,0,1) = x1e1 + X2e2 + X3e3 
(e1, e2, e2) est une famille (évidement libre) qui engendre ker((u + idm4)*), 
c’est une base de ker((u + idp4)*). 


0 1 0 1\/0 0 0 0 

eco ao 00-0070 

CÉDPE 460 lo ü 0 0 0 
o 0 0 2/\0 0 0 


x E ker((u +idm)) & (A+D{X=0S 


OO OOOOOooo 
OO OOo OOo 
OO ODOHmo bo 


| 
OO OOOR 
are ON 
& 
ns 
Il 
© 


0 
0 
0 
0 
0 X1 
0 X2 | 
0 X3 
16 X4 


ker((u + idr+)?) = ker((u + idp+)*) 
p = 3 


a) a = (1,0,1,0) et X, = 


OS RO R 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


X1 
x 
b) On pose b = (x:,x%2,%X3, x4) et et X, = . ses coordonnées dans la base canonique 
X4 
0 1 0 1 X 1 
; —1 0 1 3 X2 0 
a=(u+idm)(b)S (4A+DX,=X do eee ls 
0 0 0 2 X4 0 
X2 + X4 — 1 X2 — 1 —= 
—X1 + X3 + 3x4 = 0 —X1 +X3 = 0  S 
re 1 3 4 =. d 3 six=1 
X2 — X4 — 1 X2 — 
X4 = 0 
2Xà — 0 X4 — 0 


On prend, par exemple x3 = 0, b = (0,1,0,0). 

(u + idpa)?(b) = (u + idpa) © (u + idr+)(b) = (u + idp:)(a) = O4 
Donc b € ker((u + idm4)?) 
D'autre part, a et b ne sont pas proportionnels ils forment une famille libre d’un espace de 
dimension 2, c’est une base de ker((u + idp4)?). 


X1 
c) On pose € = (x, X2, X3, X4) et À, = ses coordonnées dans la base canonique 
X4 
0 1 0 1 X 0 
_ : : —1 0 1 3 X2 | _|1 
b=(u+idm)(c) 8 A+DX=X, 040 0 et Las 
0 0 0 2 X4 0 
X2 + X4 — 0 X2 — 0 
—X1 + X3 + 3%X1 = 1 —X1 +X3 = 1 X3 =X +1 
(= X2 — 0 
X2 — X4 — 0 X2 — 1 ” 0 
2X4 — 0 X4 — 0 AT 
On prend, par exemple x, = 0, c = (0,0,1,0) 
3 2 X3 — X 
x € ker((u +idm4)°) > Le 0 


Vi 
Les composantes de c ne vérifient pas { . = ü donc c € Ker((u + idm4)?), de plus (a, b) est une 


famille libre de ker((u + idm4+)?) par conséquent (a, b, c) est une famille libre, elle a trois vecteurs dans 
un espace vectoriel de dimension trois, c’est une base de ker((u + idma)?). 

d) a = (u+idm:)(b) & a =u(b)+be u(b) =a—b 
b = (u +idm4)(c) & b=u(c)+ceu(c)=b-c 
. les coordonnées de d dans la base canonique sont 
= LT 0 1 
=1, =1 À 3 
0 1 —1 —1 
0 0 0 1 


OR 
OR 


Donc u(d) = d 

. x E ker((u +idma)*) & x4 = 0 

Les composantes de d ne vérifient pas x, = 0 et (a, b, c) est une famille libre de ker((u + idr+)*) donc 
(a, b, c, d) est une famille libre, elle a quatre vecteurs donc c’est une base de R“. 


u(a) u(b) u(b) u(d) 


1 1 0 0\® 
T= | 0 -1 1 o\? 
0 0 —1 1) 
0 0 o 1/4 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


T = P-tAP & À = PTP”"{ 


T: 
0 1 0 0 0 1 0 0\/0 1 0 0 0 0 1 0 
_[0 0 1 0 >_[0 0 1 01[0 0 1 0| [0 0 0 0 
TL 6.0 ir CPE, © 0 lo 0 06 210 0 0 0 
0 0 O0 2 0 0 0 2/ \0 0 0 2 0 0 O0 4 
0 1 0 0\/0 0 1 0 0 0 0 0 
3 [0 0 1 0\[0 0 0 o0|\ [0 0 0 0 
TH = T6 0 0 11lo o o ol lo 0 0 0 
0 0 O0 2/ \0 0 0 4 0 0 O0 8 
_2 1 O0 O0 
ft à 2 TL À 
Pl à 1 
0 O0 O0 0 


(T+D(T-D=0 
A+1=PTP-1+ PIP-1= P(T + DP-1 = (A+ 1)$ = P(T + DSP 1 
Et 
A—I1=P(T-1)P"1 
(A+ D$(A — 1) = P(T + DSP 1P(T —D)P-1 = P(T + D$(T-DP-1 = POP 1=0 


Allez à : Exercice 73 


Correction exercice 74. 
1. Siu € ker(g) alors g(u) = Or alors g(g(u)) = g(0r3) = ORs donc u € ker(g?), cela montre que 
ker(g) € ker(g?) 
Siu € ker(g?) alors g?(u) = Ows alors g(g?(u)) = g(0r3) = OR: donc u € ker(g*), cela montre 
que 
ker(g?) € ker(gÿ) 


a) g° = O,(ms) donc pour tout u € RŸ, g°(u) = Ons. Donc Ker(gÿ) = R et donc dim(Ker(g°) = 3 
{0r3} & ker(g) & ker(g?) & ker(g*)donc 0 < dim(ker(g)) < dim(ker(g?)) < 
dim(ker(g*)) = 3 
Donc dim(ker(g)) = 1 et dim(ker(g?)) = 2 
b) Si v € Im(g) alors il existe u € R° tel que v = g(u) donc g?(v) = g*(u) = Or3, donc Im(g) € 
ker(g°) 
D’après le théorème du rang : dim(ker(g)) + dim(Im(g)) = 3 donc dim(/m(g)) = 2. Comme 
dim(ker(g?)) = 2 aussi, on en déduit que Im(g) = ker(g?). 
3. a € ker(g) € ker(g?) = Im(g) donc il existe b € R* tel que a = g(b). 
g?(b) = g(a) = 03 donc b € Ker(g?). 
2a + ub = Ops = ga + ub) = OR: = Ag(a) + ug(b) = OR = ua = Ops > u =0 
On remplace dans Aa + ub = O3, d’où l’on tire que À = 0. La famille (a, b) est libre. 
4. bE ker(g?) = Im(g) donc il existe c € R° tel que b = g(c). 
g?(c) = g(b) = a & Os donc c € ker(g?) or (a, b) est une famille libre de ker(g?) donc (a, b, c) est 
une famille libre à trois éléments dans RŸ, un espace de dimension 3, c’est une base. 
g(a) g) go) 


; CR 
" [o o 1l? 
0 O0  o/ © 


—9 —3 —12 
6. La matrice de f + Id dans la base canonique est : À + I = | 5 1 7. | 
6 2 8 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


La matrice de (f + Id)? dans la base canonique est : 


—9 —3 —12\/—-9 —3 —12 —6 0 —9 
axn=(s 1 7 )(s 1 7 )=(2 0 | 
6 2 8 6 2 8 4 0 6 


La matrice de (f + 1d)° dans la base canonique est : 


—6 O0 —9\7/—-9 —3 —12 0 0 0 
axe (2 0 3 5 1 7 ]|=[0 0 0 
4 0 6 6 2 8 0 0 0 


Donc (f + 1d)° = Or(m:)- Par conséquent ker((f + 1d)?) = R*° 
(+1) # 0 donc (f +14)? # O,(m). il existe donc un vecteur x de R° tel que (f + 1d)?(x) # Oms 


Donc ker((f + 1d)?) & ker . 
Autre méthode : 
on détermine une base de ker((f + 14)?) 


—6 O0 —9\/X1 0 
ske +109 A+ DA =0 0 | 2 0 s )(e)-(0) 


4 0 6/ \% 0 
—6X1 — 9x3 = 0 3 
2 as tan 2 S 241 + 3% = 08% = 5% 
4x1 + 6Xx3 = 0 


3 3 
ri x)= (-Sxsxuxs) = 7 *3(-1,0,2) + x2(0,1,0) 
(—1,0,2) et (0,1,0) sont deux vecteurs non proportionnels, donc libre de ker((f + 1d)?), d’autre part ils 


engendrent ker((f + 14)?), il s’agit d’une base de ker((f + 14)?), et dim(ker((f + 1d)?)) = 2 
Donc ker((f + 14)?) & ker((f + 14)*) = R* 


0 —6 0 —9\7/0 0 0 =D = 2x /Ù 2 
asn(i)=(2 0 3)G)-(ojausnfi)-(s 3 7 )G)-(2)- 
0 4 0 6 0 0 0 6 2 8 0 2 
0 
() 
0 


Donc (0,1,0) € ker((f + 14)?) et (0,1,0) € ker(f + 1d) 
Donc ker(f + Id) & ker((f + 1d4)?) 


Autre méthode : 
On calcule la dimension de ker(f + Id). 


—9 —3 —12 X1 0 —9x: — 3x; on 12X3 — 0 
s'Ekert +1 & (A4 DX = 0 6 (5 1 7 )(e)-(0)»] DX1 + X2 + 7%X3 = 0 


6 2 8/\x/ \o 6x1 + 2x2 + 8x3 = 0 
DT ete ee 
1 + X2 en = Arret © " 
3% os + 4x = 0 5x + X2 + 7X3 0 2%) + X3 0 


F = —3x; 

X3 = 2X) 
Donc x = (x3,X2,X3) = (—3%X2,x2, 2X2) = x2(—3,1,2), ker(f + Id) est la droite vectorielle engendrée 
par le vecteur (—3,1,2). dim(ker(f + 1d)) = 1, comme ker(f + 1d) € ker((f + I1d)?) et que 
dim(ker(f + 1d)) < dim Ker((f + 1d)?), on a ker(f + Id) & ker((f + 1d)?) 
Il reste à montrer que ker(f + 1d) Æ# {0R3}, on vient de montrer que dim(ker(f + 1d)) = 1, donc c’est 
fini. 

7. D’après la question précédente a = (—3,1,2) 
Soit b = (x1,X2, x3) tel que (f + 1d)(b) = a 
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Applications linéaires, matrices, déterminants Pascal Lainé 


—9 —3 —12 X1 —3 —9x: DE: 3X> ae 12%; — —3 
a+ Dk = x © | s 1 7 Je) (1e) 5X1 + X2 + 7x3 = 1 
6 8 X3 2 6X1 + 2X2 + 8x3 = 2 


furet ee 3x1 + 22 + 4x3 = 1 x +2 +4 = 1 


Sa + 22 + 7 = 1 © ER na = 1 © 8Lo = Sa | —2X; + X3 = —2 


3x1 + Xx2 + 4x3 = 1 
ee te 
X3 = —2+2%X) X3 = —2 + 2%) X3 = —2+2%X) 
On peut prendre n’importe quelle valeur pour x, en général on prend 0, mais ici, x, = 1 est plus 
adapté. 
b = (0,1,0) convient. 
9 3 HN Xi 0 —9x; — 3Xx2 — 12%x3 = 0 
EH = be A+ DXe = M © | 1 7 )(e)-(1)»] 5x1 + X2 + 7x3 = 1 
6 2 8 X3 0 6X1 + 2X2 + 8x3 = 0 


3x1 + X2 + 4x3 = 0 3x1 + X2 + 4x3 = 0 


Sa + 22 + 7 = 1 © EE ge 2 1 © 8L2 = Su | —2X3 + X3 = 3 


3Xx1 + X2 + 4X3 = 0 

" (ox + x) + 4(3 + 2x2) = 0 2 = —12 — 9x, . = —4— 3x, 

X3 = 3 + 2%) X3 = 3 + 2%) X3 = 3 + 2%) 

Je prends, par exemple x, = —1, on trouve alors x, = —1 et x, = 1 donc c = (—1,—1,1) 


3X1 + X2 + 4x3 = 0 
>| 


8. On rappelle que, choisit ainsi, (a, b, c) est une base. 
(f + Id)(a) = Or3 & f(a) + a = Ops & f(a) = -a 
(f+1d)(b)=as f(b)+b=as f(b)=a-b 
(f+Id)(c)=bef(c)+c=be f(c)=b-c 


1 T 0 
Mat (abc) (u) — 0 —1 1 


0 0 —1 


Donc 


Allez à : Exercice 74 
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